Analise Real
Professora Fatima

1 Séries
Quando dividimos 1 por 3 encontramos a dizima peridédica

0,333 ...

Na verdade este nimero pode ser lido como a soma infinita

3 3 3
+—+
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Repare que a seqiiéncia
3 3 3
<10’ 1007 1000 " )
¢ uma progressao geométrica(PG) de primeiro termo a; = 1% e razao q = 1—10.
Sem surpresas, ao aplicarmos a férmula para a soma dos termos de uma PG
infinita onde a razao tem modulo menor que 1, obtemos
a % 1

S = = —
l-¢ 1-5 3

Ocorre que nem sempre as somas infinitas sao tao amigaveis. Qual seria
o valor da soma infinita

1-1+1-1+1—-1+..7
Estamos buscando o valor da soma dos termos da seqiiéncia
(1,-1,1,-1,1,-1,...)

que por acaso também é uma PG. Se somamos um nimero par de parcelas
temos a sensacao que a soma seria 0. Se somamos um numero impar de
parcelas a soma parece ser 1. Pelo menos dois resultados diferentes sao
nitidamente plausiveis. Surge a necessidade de definir o que seria somar
uma quantidade infinita de parcelas. Isto foi feito usando-se o conceito de
seqiiéncias. Neste exemplo definimos a seqiiéncia (s,) dada por

s1=1,8=1—-1,s3=1—1+1, s4,=1—-1+1-—1, etc

Se existir um namero real L que seja limite deste seqiiéncia (s,,) dizemos que
a soma vale L, ou, mais elegantemente, que a soma (ou a série) converge para
L. Se (s,) divergir dizemos que a soma( ou a série) diverge.



Neste exemplo (s,,) diverge, ja que identificamos duas subseqiiéncias con-
vergindo para limites diferentes, a saber, (S,)n par COnvVerge para zero en-
quanto (sn),, fmpar converge para -1.

J& no primeiro exemplo, considerando

3 3 3 3 3
Sp =+ S3= -+ ——+

3
—, — ——, etc
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S1 =

temos

L= lm s, =-
n—oo

Dada uma seqiiéncia
((11, a2, a3, 04, . . )

Podemos nos perguntar se existe um nimero real L tal que
a1+a2—|—a3+...+an+...:L.

Como aq, as, as, etc. sao parcelas da “soma infinita”, a; é por vezes
chamado do termo geral da soma (ou da série).

Para lidar com somas infinitas, convém recolcar a questao usando a lin-
guagem de limite. Queremos entao saber se existe um numero real L tal
que

lim s, = L,
n—o0

onde (s,) ¢ a seqiiéncia das somas parciais

S1 = a1
S9 = ay+ as
S3 = a1 +az+tas

S, = ai+as+as—+...+ay

A seqiiéncia das somas parciais, por abuso também chamada de série, é
freqiientemente denotada por

n
sn:a1+a2+a3+...+an:Zak
k=1

Para nos referirmos a série (ou mesmo a seqiiéncia de parciais que define
a série) usamos fartamente as notagoes

o0
Zak, ou ainda, Z ay,.
k=1
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Cabe observar que
n o0
L= lim s, = lim ap = a
Hn sn = lin > =D o

No entanto, mesmo quando a série nao converge( a seqiiéncia s, diverge),

ainda utilizamos )" a, para denotar a série. Esta notacao pode ser usada

para referir-se ao valor da soma, ou a proépria seqiiéncia s,, = Y_;_; ay.
Exercicios:

1. Seja
Sp = Z ag.
k=1

Em cada item, faca conforme o exemplo. Determine os 6 primeiros
termos da seqiiéncia (a;) e os 6 primeiros termos da seqiiéncia das
somas parciais (s,). Identifique se a; é monotona (nao crescente, nao
decrescente), limitada, convergente. Idem para a seqiiéncia das somas
parciais s,. Lembre que se lims,, = L entao

a1+a2—0—a3—|—...+an—i—...:L

(a) ap = (=1)F, s, = 7, a.
Solugao:

Os 6 primeiros termos da seqiiéncia sao
alz—l, CL2:1, a3:—1, a4:1, CL5:—]_, CL6:1

A sequéncia (ay), denotada ainda por

nao é mondtona, é limitada (|ax| < 1, para todo k inteiro, ndo é
convergente (pois possui subseqiiéncias convergindo para limites
diferentes).

Os 6 primeiros termos da série s, = >(—1)* sao

s1; = —1
S = —14+41=0
s3 = —141—-1=-1
sS4 = s3+1=0
S5 = s4—1=-1
S¢ =855;+1=0



(e)

A série (s,), vista como seqiiéncia,denotada ainda por
(_17 07 _17 07 _17 07 s ')7

nao ¢ monotona,¢é limitada e nao é convergente.

ar =1/2, 8, = > 1 ag.

1 1 _ n
Ok = 3 — %x1s Sn = > k=1 Ak

ap = 2%, s, = by Q.

Observagao: Existe uma féormula que encontra a soma S, dos n
primeiros termos de uma seqiiéncia (ay) de primeiro termo a; e
razao ¢, onde q # 1, a saber,

S, — a1(1—qn)
1—gq

Verifique que a féormula funciona para o exemplo acima. Para
verificar o caso geral basta fazer a conta S, — ¢.5,, de dois modos
diferentes:

Primeiro modo: S,, — ¢S,, = S,(1 — q)
Segundo modo: Observe, usando a formula(??) para o termo geral
da PG que

Sp=a +a1qg+a1q® + ... +a1q"* +ag"?

assim

@Sn = mq+a® + ...+ ad" ' + ad”
Ao efetuarmos a diferenga S, — ¢5,, muitos termos se cancelam e
obtemos apenas

Sp—qSn =a1 —a1q" = a;(1 — ¢")

Comparando os resultados obtidos através das duas maneira dis-
tintas no calculo de S,, — ¢.5,, obtemos

Sn(1—=q) =a(1 —¢")

portanto
g — a1 (1 —q¢")

1 n
Ak = 5% Sn = Dp=1 (k-



—~
—

ap = (—1)’“2%), Sp = Yop_q Q-
1—(1)0, Sn = Y p_q Q-
ap = ﬁ 2%, Sn =D pq k-
Qp = %, Sp = 2221 Qg .
j) ak = (—1)’“%, Sp = Yop_q Q-
(k) ak = 1%2, Sp = D_p—_1 k.
Decidir sobre a convergéncia de séries pode ser um problema delicado.

Todo um campo de estudo da matematica, designado hoje por analise real,
floresceu no século XIX em grande parte impulsionado por este problema.

—
- B
= Z I = <

P

Resultado 1 O termo geral de uma série convergente tem limite zero, ou
seja,
Z ay € convergente = limay = 0

Demonstragao: Seja (s,) a seqiiéncia das somas parciais, iassim:

S1 = a1
S9 = ay -+ as
S3 = a1 +az+tas

S, = ai+as+as—+...+ay

Por hipdtese a “soma infinita"converge, logo existe um nimero real S tal
que
S = lim s,

n—oo

Considere a seqiiéncia y,, = S,41 cujos termos sao

Y1 =582 = a1+ as
Yo =83 = a1+ ax+as
Ys = S3 = CL1+CL2+CL3+6L4
Yn = Sp+1 = Q1+ A2+ a3+ ...+ ap + Qpia

Para finalizar a demonstragao resolva as seguintes questoes.



1. Sabendo-se que nll_}Ilolo s, = S, quanto vale nh_>n010 Yn?!

[\

. Calcule y,, — s,
3. Calcule nh_}r{)lo (Yn — Sn)
4. Seja z, = apyq. Se nh_)ngo z, = 0, quanto vale nh_}Igo an?

Vocé deve ter concluido que ILm Yn =S € que Yy, — S, = any1. Agora
n oo

A (G = 5n) =l G =
— = lim
S S nﬁooan+1:>
0 = g ann

Logo
lima, =lima,;; =0

7

Observagao A reciproca deste teorema é falsa. Um contra-exemplo clas-
sico & série Y_ 1/k. Embora a seqiiéncia a = 1/k convirja para zero, a soma
> 1/k diverge para infinito.

Observacao: Este resultado é 1util para demonstrar que determinadas
séries sao divergentes. De fato, se o termo geral nao estiver convergindo para
zero, a série nao tem chances de convergir.

Exemplo:A série Y°(—1)* diverge e podemos provar isto observando que
ar = (—1)F é uma seqiiéncia divergente (ndo converge para nimero algum,
portanto nao pode convergir para zero).

Resultado 2 (Critério da comparagao) Seja 0 < ay < by, para todo in-
teiro positivo k. Entao:

® > bp converge = Y aj converge.
e > a; diverge = Y by diverge.

Exemplo 1:Queremos investigar se a série > 2%% converge. Ja vimos que a
série geomeétrica ) 2% converge. Como
1 1

0< <
— 2k 45 T 2k

podemos afirmar, usando a primeira afirmativa do teste da comparagao que

> le+5 converge.




. ’ s . 1 7 . . l
. Exemplg 2:Serd que a série ) 57— converge? Vimos que a série - 3
diverge. Assim

1 1 1
85 T3
sera divergente. Como
o< Lo 1
— 3k T 3k-—-1

usando a segunda afirmacao do teste da comparagao podemos garantir que
> ﬁ diverge, visto que ) i diverge.

Observacao: No resultado anterior podemos substituir a hipotese 0 <
ap < b, por 0 < ap < cbg, com ¢ € R, ja que

Z b, converge &< Z cby, converge

Exercicios:

1. Covergente ou divergente? Justifique.

(b) ¥

() Xy \}g

(d) 232, [+ (= 1)*]
(e) S5, cosk

(f) ¥

(8) X 5

2. Demonstre o Teste da comparacao. Defina
n n
Tn= ay € Yo = by
k=1 k=1

Verifique que tanto x, quanto y, sdo monotonas (Por qué?). Para
provar a primeira afirmacao verifique que sob as hipéteses especificadas
yn serad limitada, use este fato, juntamente com o anterior para provar
que x, converge e conclua a demonstracao da primeira parte. Para
provar a segunda parte verifique que sob as hipdteses vigentes ¥, nao
pode ser limitada, e dai conclua a demonstagao da segunda parte.

Definigao 1 ( absolutamente convergente, condicionalmente convergente)
Uma série Y ay, diz-se absolutamente convergente quando Y. |ag| converge. Se

> ap converge, mas Y. |ax| diverge, dizemos que a série é condicionalmente
convergente.



Resultado 3 Toda série absolutamente convergente € convergente.

Demonstragao: Seja Y a; uma série tal que Y |ag| convirja. Defina as
seqiiéncias (bg) e (¢x) como abaixo:

b — ay, se ap >0 o — —ay, se ar <0
710, sear <0 710, sear>0
Assim 0 < by < |ag| e 0 < ¢ < |ag|. Pelo teste da comparagao Y by e
> ¢ sao convergentes, assim Y. ar = Y. b — > ¢ converge.

Teorema 1 (Critério da raiz) Considere a série Y ay. Entao

1. limy oo {/|ak| < 1 =3 ay converge.

2. limy_oo ag| > 1= 3 ay diverge.

Resultado 4 (Teste da razao ou de D’Alembert) Sejam (ay) uma seqiién-
cia de termos nao nulos. Entao:

Ag41
Qg

1. lim
k—o0

<l= Z ag converge.

Qr+1
ag

2. lim

k—o0

>1= Zak diverge.

Demonstracgao: Como

Ag41
Qg

lim =L<1
k—o00

existe c¢ satisfazendo 0 < ¢ < 1 tal que para k suficientemente grande

Ak41 <ec
ay
Assim
it okl
aj ck
e portanto
|| fak|
ckt1 ok
A seqiiéncia y, = ‘“—,’j' possui apenas termos positivos e pela tltima de-
(&

sigualdade é decrescente. Dai concluimos que (y;) é limitada, digamos, por

M.
|ag|

T<M:|ak|<MCk
c



Como |c| < 1, a série S ¥, que é uma série geométrica, converge. Assim
S (McF) = MY % também converge. Pelo teste da comparacao Y |ax| con-
verge, e como toda série absolutamente convergente é convergente, vem que
> ag converge.
A demosntragao da segunda parte do teorema fica como exercicio.
Exercicios:

1. Demonstre o critério da raiz.
2. Verifique se a série Y. (1“”> é convergente.
3. Verdadeiro ou falso? “ Se lima,, = 0 entao > a,, converge.”

4. Diga se as seguintes séries sao ou nao convergentes, justificando.

, a constante

, & constante .

L Sugestao: Use que lim(1 + %)n —

5. (Na questao abaixo, escolha o item correto, justificando. Além disso dé

um contra-exemplo para cada um dos itens incorretos.) (Provao 2001
- Questao 26) Observe as seguintes séries determos gerais:

DY ap e Za% 1+ a)
k=1 k=1

respeito dessas séries, é correto afirmar que:

a) nao podem ser ambas convergentes.

b
(c

) S
) S

(d) Se limag = 0, entéo (1) e (2) convergem.
)

(
( e (1) converge, entao (2) converge.

e (2) converge entao (1) converge.

(e) Se limay = 0, entdo (1) converge, mas (2) pode nao convergir.

Teorema 2 (Leibniz) Se (a,) é uma seqiiéncia montdétona decrescente que
tende parazero entao 3 (—1)""a, € uma série convergente.

Sugestao para a demonstragao: Trabalhe com as subseqiiéncias (s1, $3, Ss, - - -

(82,84, S6,--.). Observe a monotocidade para concluir que ambas as sub-
seqiiéncias sao convergentes, digamos paral; e Ly. Tente mostrar que L =
L.



Teorema 3 ( Critério da Integral) Seja f uma func¢ao real continua, de-
crescente e positiva. Considere a desigualdade

@)+ @) =+ S0) < [ F@)de < 1)+ F@)+ 1)+ Sk =1)

1.

Se s, = [{" f(z)dz converge entio Y f(k) € convergente.
k=1

2. Se s, = [' f(z)dz diverge entao Y f(k) € divergente.

k=1

Exercicios

1.

2.

Prove que Z% diverge e que > 1%2 converge.

(Provao 2000 - Parte B ) Seja > A,, uma série convergente de nimeros
reais.

(a) E sempre verdade que 3.°°; Ay, converge?

(b) Forne¢a uma demonstracao se a sua resposta em a) for afirmati-
vaou dé um contra-exemplo se negativa.

(Provao 2001 - Questao 31) Uma particula se move sobre o eixo dos x,
partindo da origem. No primeiro minuto, ela avanga 1 unidade para
a direita; no segundo minuto ela retrocede 0,5 unidade; no terceiro
minuto ela avanca 0,25 unidade; e assim sucessivamente alternando
avangos com retrocessos, as distancias percorridas formando uma pro-
gressao geométrica. O limite da abscissa da particula quando o tempo
tender para o infinito é:

1 2 3 3 7

. O vigésimo termo de uma seqiiéncia, na qual para todo inteiro n a soma

dos n primeiros termos vale % é:

11 1 1 1
T O d) — ) —
20 V32 Y350 ¥ ¢) ~ 350

a) 342

Decida se as séries abaixo convergem ou nao.
1
(a) X —3

10



(b) (=15

6. Em cada item ou dé um exemplo, explicando que seu exemplo é correto
ou justifique porque é impossiveldar um exemplo.

(a) Uma seqiiéncia que seja decrescente e ilimitada.

(b) Uma série divergente, cujo termo geral tenda a zero. Isto &, a,
diverge, mas lim a,, = 0.

(c) Uma série que convirja, mas nao convirja absolutamente. Istoé
> a, converge, mas Y. |a,| nao converge.

(d) Uma série tal que Y |a,| seja convergente, mas Y a,, ndoconvirja.

(e) Uma seqiiéncia ilimitada que possua uma subseqiiéncia conver-
gente.

(f) Uma série tal que é classificada como convergente, se usamos o
teste da razao, mas divergente se usamos o teste da raiz.

An41
an

(g) Uma série 3 a,, que seja convergente, mas lim
nor que 1.

nao seja me-

(h) Uma série Y a,, que seja convergente, mas que lim {/|a,| ndo seja
menor que 1.

nao seja maior que

(i) Uma série Y a, divergente, mas quelim ‘%
1.

(j) Uma série Y a, que seja divergente, masque lim {/|a,| ndo seja
maior que 1.

7. Calcule lim a,,, para (a,) dada em cada item, dizendo se as seqiiéncias
sao ou nao convergentes.

a, = Yn
a, = (vVn?>+12n — 15 —n)

an = ncos(L)

n

—~

a

—
o

—~
o o
e T N N N N N

a, = nsen(=)

@

ay, = %cosn
_\n —k
ap = Ek:l €
an = [ ——dz Dica: para resolver a integral observe que ¥? —z =

z2—x
x(z — 1) e use fra¢oes parciais.

—
-

—~
OS]

8. Decida se cada uma das séries abaixo é convergente ou divergente.
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Lsen (L)). Sugestao: Compare
(ksen (1))
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