Limite de funcao. Continuidade. Limites
laterais

Fatima(Febf-UERJ)

Definigao 1 (Ponto de acumulagao) Seja X C R. Dizemos que a € R
€ ponto de acumulacao de X se para todo intervalo aberto U C R tal que
a € U existe p # a tal que p € UN X. O conjunto de pontos de acumulagdo
de X ¢ denotado por X'.

Definigao 2 (Limite de fungao) Seja f: X C R — R e seja a um ponto
de acumulagio de X. Diz-se que o nimero real L é o limite de f(x) quando
x tende a a e denota-se

lim f(x) =L,

T—a

quando dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
O<|z—a|l<d=|f(zx)—L|<e

Defini¢ao 3 (Continuidade de fungao em um ponto) Seja f : X C
R — R, seja a € X. Diz-se que f € continua em a quando dado ¢ > 0,
existe 0 > 0 tal que

[z —al <6 =|f(x) - fla)| <e

Definigao 4 (Continuidade de fungao) Diz-se que uma fungao é conti-
nua quando € continuaem todos os pontos do seu dominio.

Exercicios
1. Verdadeiro ou falso? Justifique

(a) Se f é continua em a entao

lim f(z) = f(a)

r—a

1



z—1 1 —
(c) Sejam f,g : X - R, a € X, glg_rgf(x) =Le }31_I)Iég(.r> = M.
Se L < M entao existe 6 > 0 tal que f(z) < g(x), sempre que
0<|z—al<d,comzxeX.
(d) Sejam f,g,h: X - R,a€ X e alclirlllf(l') = glgl_rgg(x) = L. Se
f(z) < h(x) < g(x),Vo € X — {a} entdo lim,,, h(z) = L
Teorema 1 (Teorema do Sanduiche) Sejam f,g,h: X - R, a € X' e
glcllgf(x) = glclgllg(x) = L. Se f(zr) < h(z) < g(z),Vo € X — {a} entao
lim, ., h(z) =L
Teorema 2 Sejam f: X - R ea € X'. A fim de que seja ilgclbf(x) =L é
necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x, € X —{a} com

lim x,, = a, tenha-se lim f(z,) = L.

Teorema 3 (Unicidade do limite) Sejam f : X — R ea € X'. Se
lim f(z) =L e glcl_rg%f(a;) = M entao L = M.

r—a

Teorema 4 (Operagoes com limites) Sejam f,g: X — R, a € X', com
lim, ,, f(z) = L elim,,, g(x) = M. Entdo:

1. lim(f(x) + g(a) = L+ M

2. lim(f(z)g(z)) = LM

. (flx)\ L
3. lll}}l(g(x))M’ se M #0

Além disso, se glgl_f)f(ll f(z) = 0 e g € limitada numa vizinhanga de a tem-se
lim (f(2)g(x)) = 0.

Teorema 5 (Valor intermediario) Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) <
d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Definicao 5 Sejam f: X — R, a € X/, onde X; = {x € X tais que x >
a}. Diz-se que um nimero real L € limite a direita de f(z) quando x tende
para a gando para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal
que |f(z) — L] <€ sempre quex € X e 0 <z —a <. Isto é

lim =L=Ve>0z€ XN(a,a+0)=|f(x)—L|<e

z—at



Definicao 6 Sejam f: X - R, a € X', onde X_ = {z € X tais que v >
a}. Diz-se que um nimero real L € limite 4 esquerda de f(x) quando x tende
para a gando para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal
que |f(z) — L] <€ sempre que v € X e =0 <z —a < 0. Isto é

lim =L=Ve>0ze€ XN(a—6,a)=|f(z)—L| <e

Tr—a—

Teorema 6 Seja I um intervalo aberto tal que a € I e seja f uma func¢ao
definida para v € I — {a}. Temos

existirem  lim f(z) e lim f(x)
. . T—a T—a~
lim f(z) =L & lim f(z) = lim f(z) = L
z—at T—a~
Exercicios

1. Dada a funcao f definida por

3r —2, sex>1
flz)=1¢ 2 sex =1,
dr—+1, sex <1

faca seu grafico e calcule, caso exista:

(a) lim f(2)

(b) lim f(z)

r—1—
(©) tim £(2)
2. Dada a fungao f definida por f(z) = %', x € R*. Faga o gréfico e
calcule caso exista

(a) lim f(x)

r—1+

(b) lim f(z)

r—1—

(c) lim f(x)

r—1

Definicao 7 (ponto aderente) Diz-se que um ponto a € R € aderente ao
conjunto X C R quando a € o limite de alguma sequéncia x, € X.



Definigao 8 (fecho) Chama-se fecho de um conjunto ao conjunto X for-
mado por todos os pontos aderentes a X.

Definigao 9 (fechado) Um conjunto X C R diz-se fechado quando X = X

Definigao 10 (conjunto compacto) Um conjunto X C R é dito com-
pacto quando € limitado e fechado.

Defini¢ao 11 (Ponto interior) Diz-se que um ponto a € interior ao con-
junto X C R quando existe um nimero real € > 0 tal que o intervalo aberto
(a—e€,a+¢€) C X. Denominaremos interior de X e denotaremos por int(X ),
o conjunto de todos os pontos interiores a X.

Definicao 12 (Vizinhanga) Quando a € int(X) diz-se que X € uma vizi-
nhanga do ponto a.

Definigao 13 (aberto) Um conjunto A C R chama-se aberto, quando A =
int(A), isto € quando todos os pontos de A sao interiores a A.

Exercicios:

1. Para cada um dos conjuntos X C R abaixo, determine int(X) e diga
se o conjunto ¢ aberto. Determine também X e diga se o conjunto é
fechado. Para cada um dos conjuntos calcule X’. Diga se cada um dos
conjuntos é limitado. Diga se cada um dos conjuntos é compacto.

)
(b) X = (a,b) =Ja,b]
(¢) X = (—00,b)
(d) X = (a,00)
(e) X ={a,b]
() X =e,00)
(8) X = (—00,d)
(h) X = (—o0,d
(i) X={2+2 neN}
(j) X=N



(k) X =Q
1) X=0
(m) X =R

2. Dé exemplo, se possivel de um conjunto fechado, cujo complementar
seja aberto.

3. Dé exemplo, se possivel de um conjunto aberto, cujo complementar seja

fechado.

4. Dé exemplo, se possivel de um conjunto fechado, cujo complementar
seja fechado.

5. Dé exemplo, se possivel de um conjunto aberto, cujo complementar seja
aberto.

Teorema 7 A imagem f(X) de um conjunto compacto X C R por uma
funcao continua f: X — R € um conjunto compacto.

Corolario: Se X C R é compacto entao toda fungao f : X — R é
limitada, isto é , existe ¢ > o tal que |f(z)| < ¢ para todo = € X.



