Sequéncias. Sequéncia monodtona. Sequéncia
limitada. Sequéncia convergente

Fatima(Febf-UERJ)

Uma sequéncia é uma funcao f : N — R,que a cada nimero natural
associa um nimero real. Frequentementenos referimos a uma sequéncia por
Zn, indicando que z; seria o primeiro termo, x5 o segundo termo e assim por
diante.

Definigao 1 (Sequéncia Limitada) Uma sequéncia x,, € dita limitada quando
existe M € Rtal que —M <z, < M, Vn € N.

Observacao:
—M <z, <M, Vn < |z, <M,Vn

Defini¢ao 2 (Sequéncia monétona) Uma sequéncia (z,) chama-se mo-
ndtona quando se tem x,, < x,41 para todon € N | isto é:

1<z <. <o <L
ou entao T, > T,y1 para todo n € N, isto €,

I12$22>Ik2

No primeiro caso diz-seque (x,) € mondtona nao-decrescente e, no sequndo,
que (x,)€ mondtona nao-crescente.

Definigcao 3 (Limite de uma sequéncia) Dizemos que L € R € o limite
de uma sequéncia e denotamos

lim x, =L ou limz, =L
n—00



quando dado € > 0 existe Ny € N tal que
L—e<z,<L+e Vn>N

Neste caso diz-se que a sequéncia (x,,) € convergente (para L ). Quando uma
sequéncia nao € convergente ela € dita divergente.

Observacao:
L—e<z,<L+4e Yn>Ny & |z,—L|<e Vn>ng

Observagao: E possivel denotarmos o limite de uma sequéncia, conforme
apontamos na definicao de limite acima, devido ao importante resultado
abaixo, referente & unicidade do limite.

Teorema 1 (Unicidade do limite) Uma sequéncia nao pode possuir dois
limites distintos.

Definigao 4 (Subsequéncia) Dada uma sequéncia © = (T, )nende nime-
ros reais, uma subsequéncia de x € a restri¢ao da fun¢ao x a um subconjunto
infinito

N ={n<ng<...<n;<...}deN.

, .
Escreve-se @' = () nen', 0U (Tp1, Tpay - -+ Tpiy - - -),0u ainda (Tpi)ieN

Observagao: Estritamente falando, uma subsequéncia =’ naoé uma sequéncia
pois seu dominio N’ nao éem geral igual a N. Mas é trivial considerar z’

como func¢ao definida em N, como sugere a tltima notagao apresentada na
definicao de subsequéncia. Exercicios:

1. Dé exemplo de uma sequéncia nao limitada mas que possua uma sub-
sequéncia convergente.

2. Dé exemplo de uma sequéncia monotona decrescente que nao seja con-
vergente.

3. Dé exemplo de uma seqéncia que nao seja mondtona mas que convirja.

4. Dé exemplo de uma sequéncia divergente que possua uma subsequéncia
convergindo para 2.



5. Exiba 3 subsequéncias distintas para sequéncia a,, = %

6. Determine os 3 primeiros termos de cada sequéncia. Diga se cada uma
das sequéncias abaixo ¢é limitada,mondtona, convergente. Justifique.

(a) z, =3

(b) z, = —n

(¢) wn = (=1)"

(d) @ = (=1)"3
(€) zn =27,

(f) zn = (=2)",

(g) vp = (%)”7
(

)
)

\"™
h Ty = (—5) y
. n?—n
(1 Tn = n3+3

7. Em cada item ou dé um exemplo, explicando que seu exemplo é correto
ou justifique porque é impossiveldar um exemplo.

(a) Uma sequuéncia mono6tona decrescente que nao seja convergente.



