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Prefacio

Este livro é uma cole¢do de pequenocs ensaios sobre Matemadtica Elemen-
tar. Em sua maioria, eles foram publicados na Revista do Professsor de
Matemdtica mas alguns sdo inéditos. Os professores Euclides Rosa e
Zoroastro Azambuja Filho gentilmente concordaram em contribuir com
dois artigos cada um, pelos quais agrade¢o sensibilizado.

Ac publicd-lo, gostaria que ele fosse util aos professores de
Matemstica e (talvez indiretamente) aos seus alunos. Espero também que
alguns dos tépicos nele abordados sirvam para estudos em grupo e
semindrios para estudantes universitdrios, especialmente aqueles que
visam o magistério.

Respeitosament,e, dedico este livro & meméria do meu antigo mestre
Benedito de Morais.

Rio de Janeiro, dezembro de 1991,
Elon Lages Lima
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uma tarde amend, de férias em Maceld, eu conversava com um conheci-

do, na calgada da Rua do Comércio, quando ele passou pelo lado oposto.

A rua era estreita ¢ 0 movimento muito pequeno. Sem deter-se, perguntou
de l6: “O nimero é 27 ou 7297 Respondi-lhe: “Vinte e sete!” Ele: “Ah, sim,
claro. Obrigado!” . A pessoa que estava comigo achou estranho alguém confun-
dir dois nimeros tdo diferentes. Expliguei-the entdo que 27 era parte do
endereco de uma livraria, que eu dera antes dquele lomem. E que, sendo 27 o
cubo de 3. engquanto 729 é o cubo de 9, é natural confundir um desses niimeros
com o outra, pois 3 e seu quadrado 9 sdo mimeros muito parecidos, principal-
mente para gquem ensing 1odos 0s anos, G vdrigs turmas, os critérios de
divisibilidade.

Pequenos episodios como esse ocorrem freglientemente a minha lembranga
quando recordo o professor Benedito e a influéncia enorme que ele teve na
Jormagdo de sucessivas geracoes de estudantes. Essa influéncia transcendia a
sala de aula e se prolongava por toda uma vida, modesia, porén extremamente
integra, coerente € com propdsito bem definido, _

No breve relato que se¢ segue, procurei eshogar o essencial de sua per-
sonalidade e da mensagem que ele transmitiu, com grande fidelidade, durante
décadas. E sugerir quanto me sinto privilegiads por ter cruzado sua trajetdria.



Meu Professor de Matematica

Chamava-se Benedito de Morais.

Era alto, robusto, bondoso ¢ muito enérgico. Tinha faces rosadas,
cabelos prateados e fumava um cachimbo. Carregava uma pasta de couro
mole, cheia de folhas que continham as infaliveis listas de exercicios,
copiadas a carbono na sua letra redonda, firme e regular. Sua voz, alta
e caracteristica, ¢ a maneira de falar sublinhando as palavras, refletiam,
como tudo nele, simplicidade, clareza e convicgio.

Nio me consta que tenha sido ou desejado ser outra ¢oisa sendo
professor de Matemdtica. Ensinava no Instituto de Educagio (um colégio
estadual, sé para meninas}, no Colégio Bartista (onde fiz o gindsio) e em
sua casa, a turmas para escolas militares, engenharia e concursos para o
Banco do Brasil. Certa vez, um governador do Estado, conhecido por suas
arbitrariedades, convidou-o, para Secretario de Educagio. Recusou assim:
“Simples questio de Aritmética. No Estado ganho z, no Batista ¢ e em
casa z. Aceitando sua oferta, mantenho z, perco y ¢ 2, € ganho w. Pode
até ser que z + ¥ + 2 < £ + w. Mas o senhor gosta de mandar ¢ eu nio
gosto de ser mandado. Mais cedo ou mais tarde, terei de escolher entre
fazer 0 que nfo quero ou perder w. Af ficarei s§ com z. Prefiro continuar
COmo estou, com z + ¥ + 2.”

Foi meu professor no segundo, terceiro ¢ quarto ano do ginasio e,
dois anos depois, numa turma particular, em sua casa. Mas, desde os
dez anos, ouvia muito falar dele, das coisas que ensinava s minhas irmis
e que depois viria a ensinar a mim. Elas eram alunas dedicadas. A
mais velha dava aulas em casa a grupos de colegas de classe e a outra
costumava estudar em voz alta as demonstragdes dos teoremas de Geome-
tria. Eu, mesmo sem querer, escutava muitas dessas coisas. Um ou dois
anos depois, quando no colégio os assuntos novos me eram apresentados,
vdrios deles me soavam bastante familiares; agora era apenas a ocasiio de
conhecé-los melhor.

Mais tarde, tive que sair para estudar fora, mas sempre que passava
as férias em Maceid, ia visitd-lo. Lembro-me bem, seguia o costume
nordestino de pdr cadeiras na calgada para conversar, noite afora, sob o

agradavel que seu cachimbo exalava. » )

Nio sel onde estudou nem como aprendeu Matemat'lca. E quase
certo que nunca freqiientou universidade. Andou pelo Blo de Jal‘ECII‘O,
onde serviu ao Exército ¢ comegou a torcer pel? Fluminense. Ja era
professor havia muitos anos quando vim a conhecé-lo. Na realx(.iade, era
um patrimonio cultural da cidade, respeitado e permanente. Assim como
o estatua eqiiestre do Marechal Deodoro, na praga do Teatro.‘ Por iss0
foi um choque saber, anos mais tarde, que falecera. Para mim, cle ia
continuar sempre. Em que pesem 0s ‘t')ons‘ alunos que teve, qlguns dos
quais tentaram segui-lo, sem ele Mat':e.,m deixou de ser, para o jover que
deseja (ou precisa) aprender Matematica, o lugar pr1v1leglzlid0 que era no
meu tempo. Ficou como era antes dele. Como as outras C}dades.

A vida me fez conhecer depois outros lugares, paises © pessoas.
Alguns desses lugares eram maravilhosos e as pessoas cxtr_aordinénas.
Com eles, foi-me dada a oportunidade de apreader muitas coisas. Mas 0
Professor Benedito foi quem melhor soube me ensinar.

Suas aulas eram bem humoradas e cheias de entusiasmo pela Ma-
temdtica. Fram também claras, bem organizadas, objetivas e eficientes.
Sempre conseguia dar todo o programa oficial do ano. Explicava com
bastante cuidado os pontos mais dificeis e requeria dos alunos apenas o
que lhes ensinava. Assim, cumpria seu dever da melhor mancira ppss{vel.
Em troca, nio abria mio do direito de exigir que os alunos cumprissem o
deles. Nunca fez concessdes  fraqueza ou ao despreparo de suas classes.
Em cada turma havia sempre alguns que aprendiam quase tudo. Os outros
tinham que lutar bravamente para sobreviver e trabalhavam duro porque
sabiam que o esforco honesto era a tinica saida vidvel.

Quanto a mim, suas aulas eram as que melhor se adaptavam ao meu
modo de enfrentar a escola, que era ¢ seguinte: prestar o mzixirpo de
atengiio 3s aulas para depois no ter que estudar em casa. Isto funcionava
maravilhosamente com o professor Benedito. As listas de exercicios eu
fazia no recreio. E tudo o que ele pedia nas provas estava contido nas
aulas que dera ¢ que cu gravara na memdria. Além de tudo, eu ainda
ganhava de graga uma profissdo.

Com efeito, tendo o acaso me deixado um dia, aos dezoito anos,
numa cidade estranha, sem dinheiro € sem emprego, nio me preoctipel
muito pois estava certo de que saberia ensinar a Matemdtica. Bastava
fazer como o Professor Benedito. Foi o que fiz e acho que deu certo.



A Matemadtica ensinada por Benedito de Morais ndo era apenas um
conjunto de regras e receilas validas por decreto (o gue ele chamava de
método “ou cré ou morre”) nem tampouco um sistema dedutivo formal,
vazio de significado. Era qualquer coisa bem préxima da realidade e das
aplicages, porém organizada com defini¢des, exemplos e demonstragles.
Algumas dessas defini¢cdes apelavam abertamente para a experiéncia intui-
tiva ¢ certas de suas demonstracdes também langavam mio de argumentos
ndo contidos nos axiomas. Isto escandalizaria um purista légico, mas tinha
o grande mérito de assentar a Matemdtica em bases concretas, proximas
da realidade. Devo deixar claro que suas eventuais transgressfes ao rigor
ndo continham nada fundamentalmente errado: nunca subtraiu desigual-
dades do mesmo sentido, nunca dividiu por zero e jamais considerou raiz
quadrada real de um nimero negativo. Simplesmente ndo fazia cavalo de
batalha em torno de certos fatos Gbvios e verdadeiros que qualquer aluno
de ginasio estaria disposto a aceitar sem discutir. Por exemplo: se o ponto
A esti no interior ¢ o ponto B estd no exterior de uma circunferéncia,
entdio ele concluia que o segmento AB tem exatamente um ponto em co-
mum com essa circunferéncia, sem tecer maiores consideragbes a respeito
da continuidade da reta, nem sobre a convexidade do circulo.

Para maior clareza, vejamos um exemplo de defini¢iio e outro de
demonstragdo, tirados de suas aulas, segundo as recordo.

Numeros: “Numero inteiro € o resultado de uma contagem de obje-
tos. Numeros ocorrem, mais geralmente, como resultados de medidas.
Medir uma grandeza € compard-la com outra de mesma espécie chamada
unidade. Se uma grandeza A estd contida exatamente, numa grandeza B,
um nimero inteiro de vezes, diz-se que B € um nuiltipio de Ae A é um
submiditiplo de B. Se algum submultiplo de A ¢ também submuiltiplo de
B, entio as grandezas A ¢ B dizem-se comensurdveis. Caso contririo,
A e B dizem-se incomensurdveis. Um niimero racional ¢ a medida de
uma grandeza comensurivel com a unidade. Quando uma grandeza € in-
comensurdvel com a unidade, sua medida é um ndmero irracional. Exem-
plos: o lado e a diagonal de um quadrado sio grandezas incomensurdveis;
o didmetro e a circunferéncia também sdo incomensuriveis. Para algu-
mas grandezas, hd também uma nogfo de sentido, positivo ou negativo.
(Exemplos: temperatura, saldo bancdrio, corrente elétrica, altitude etc.)
A medida dessas grandezas ¢ um mimero relativo, isto €, provido de um
sinal + ou ~.”

Naturalmente, essas noges nao eram apresentadas assim, de enxur-
rada, mas intercaladas com exemplos e explicagdes. O importante € notar
nas definicdes acima uma conexdo entre a Matemdtica ¢ a realidade, uma
explicagdo concreta da nocao de niimero irracional e uma atitude honesta,
direta e dismitificadora. Essas qualidades objetivas, presentes nos bons
compéndios franceses de Matemdtica do comego do século 20 e sensa-
tamente copiadas em nossos melhores da época, parecem ter sido erra-
damente varridas junto com o entulho que agueles compéndios também
continham. Foram substituidas pelo formalismo pedante ¢ inécuo da “Ma-
tematica moderna” que hoje, em declinio acentuado, deu lugar a uma pe-
nosa indefini¢do de personalidade existente na majoria dos textos atuais.

A propésito, Benedito de Morais nunca adotou nenhum dos textos
existentes. Recomendava-0s mas nio os seguia. Em primeiro lugar,
porque fazia tudo de modo mais simples e claro. E depois, mesmo que
quisesse adotar um deles, isto seria incompativel com seu hdbito de dar
todo o programa, principalmente no chamado “curso colegial”.

Um Teorema: Por wmn ponto dado numa reta passa uma ¢ somente uma
perpendicular a essa reta.

b
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Figora 1

Demonsiragie: Pelo ponto C da reta AB, tracemos uma semi-reta CD
de modo que o dngulo DC A seja menor do que 0 ingulo DC B. Fazendo
girar a semi-reta C' D em tomo do ponto €', na diregio da seta, vemos que
o angulo DC A aumenta enquanto DC B diminui até ficar menor do que
DC A. Logo, deve haver uma posicio C'E na qual os dois angulos ACE
e EC B sio iguais. Entdo, por definicdo, C' K ¢ perpendicular a AH. Em
qualquer outra posicio C D, ou teremos DCA < ECA < DCB ou



entio DCB < ECB « DCA. Em qualquer caso, os dois Angulos
DC A e DCB sio diferentes, logo C I nio € perpendicular a AB.

Como aluno do terceiro ano ginasial, esta demonstragio me satisfez
plenamente. Mais do que isso: além de sua elegincia, nela eu via um
novo tipo de raciocinio (que hoje reconhego como o teorema do valor
intermedidrio), td0 marcante que ainda me lembro dos seus detalhes.

Mais tarde, ao prosseguir os estudos, me disseram que esta demons-
tragio estava errada porque se bascava na idéia de movimento € na hipotese
de continuidade da grandeza angulo, coisas que ndo constavam dos axio-
mas, postulados e nogdes fundamentais que se admitiram no inicio da
teoria, coisas que nao tinham sido cuidadosamente discutidas antes, logo
ndo poderiam ser utilizadas em demonstragdes.

A critica acima seria valida se consideridssemos a Geometria como
um sistema légico-dedutivo, onde € feita uma lista completa dos axio-
mas ¢ dos conceitos basicos ndo definidos, a partir da qual se diio todas
as definigbes e se provam todas as afirmagdes, segundo os padrdes im-
pecdveis da légica formal. Como nos “Fundamentos da Geometria”, de
Hilbert. Acontece porém que uma tal atitude nio tem o menor cabimento
no dmbito da Escola Secundiria. A demonstragic ali tem a finalidade
de convencer o aluno por meio de argumentos precisos e claros, os quais
poderdo eventualmente valer-se de fatos aceitdveis (ainda que ndio expli-
citamente discutidos) que pertengam 2 experiéncia intuitiva e que possam
ser provados rigorosamente em cursos mais avangados. Imperdodvel seria
utilizar-se de sofismas, raciocinios logicamente incorretos ou fatos mate-
maticamente absurdos. Estou afirmando aqui que considero plenamente
admissivel, numa demonstragio, langar mao de resultados verdadeiros, in-
tuitivamente ébvios, que sdo considerados evidentes pelos alunos, mesmo
que nao tenham sido esmiugados logicamente. De resto, € assim que
fazem os matemadticos profissionais em seus trabalhos de pesquisa.

No exemplo em questdo, o argumento usado para demonstrar o teo-
rema ¢ absolutamente correto e ficil de justificar com todo o rigor se--
utilizarmos coordenadas cartesianas, ou se interpretarmos os pontos do
plano como nimeros complexos, :

Assim, a demonstragdo acima para mim estava certa, depois estava
errada €, afinal de contas, estd certa. (Como aquela histéria do motorista,
que pediu ao amigo: “Ponha a cabega fora da janela e veja se a luz do
pisca-pisca estd acendendo.” Resposta: “Estd, nfo estd, estd, ndo estd...”)

Benedito de Morais era o que s¢ chamaria um cara “papo-firme™.
Falou, esta falado. Suas defini¢des e os enunciados dos seus teoremas eram
sempre formulados com as mesmas palavras, nfo importa quantas vezes
{ivesse que repeti-los. As regras também. Isso era fonnidéve].. Facillltava
grandemente a memorizagido, sem maior esfor¢o. DGC(?I’&I s1mpll1ﬁc.a a
vida e é, pelo menos, metade do compreender. Memorizar e raciocinar
sio funcdes distintas do cérebro; uma nio atrapalha a outra; pelo contririo.
Principalmente quando se € adolescente. Ainda hoje tenho gravadas na
memdéria enunciados como:

“Num tridngulo, a altura baixada do vértice do dngulo reto € a média
geométrica entre 0§ SegmMeNtos que ela determina sobre a hipotenusa.”

“Em circulos iguais ou no mesmo circulo, arcos iguais subtendem
cordas iguais.”

“Todo nimero que divide dois outros, divide também o mdximo di-
visor comum entre eles.”

E muitos outros.

Acima, eu disse “as mesmas palavras”. Isto mesmo. Ele nunca
enunciava teoremas, regras ou definigdes com simbolos. 86 usava palavras.
(Sempre as mesmas.) Euclides fazia assim. Legendre (e quase todos os
grandes autores franceses) também. Hoje em dia, Bourbaki € um dos
poucos seguidores dessa bela tradigdo, que nio apenas torna os enunciados
mais elegantes, mas ajuda muito a reté-los em nossa mente, j4 que ninguém
pensa por meio de simbolos mas com palavras e com as idéias que elas
evocam ou representam.

Q teorema sobre perpendiculares, que enunciamos € provamos acima,
é formulado do seguinte modo num texto recente de Geometria publicado
nos Estados Unidos: “Dada uma reta AB e um ponto C € AB, existe
uma ¢ uma sé reta C D tal que CD 1. AB”. Comparando este enunciado
com o que demos acima, pode-se entender por que a Geomeltria perdeu
tanto do seu prestigio no ensino.

Era piedoso com os fracos. Quando um aluno fazia bobagens no
quadro negro, nunca permitia que o criticissemos, a no ser com bons
modos. Eramos proibidos de dizer “estd errado’™; a expressdo admitida
era “parece que houve um engano”, “ndo estou entendendo bem” ou algo
assim, Nunca humilhava os alunos, tinha mais paciéncia com 0s mais
atrasados embora nfio admitisse jamais baixar o nivel ou retardar o curso
por causa deles.



Algumas vezes por ang, dividia a turma em dois grupos ou “times”,
cada um deles com um goleiro, escolhido entre 0os melhores alunos. O
jogo consistia em perguntas sobre um tema previamente escolhido. Cada
aluno de um time fazia uma pergunta a outro do time adversdrio. Se
este respondesse, a bola tinha sido rebatida, nao fora gol e os papéis se
invertiam; quem recebeu a pergunta faria outra a0 mesmo aluno que lhe
perguntara. Se uma pergunta ndo fosse respondida ou tivesse resposta
incorreta (segundo o juiz), isto significava que a bola tinha passado pela
defesa e ia ao goleiro daquele time. Se o goleiro néo respondesse, era gol.
Mas quem fez a pergunta icria que saber a resposta certa, sendo o gol era
anulado. No final da aula, o time vencedor era premiado com lipis muito
bonitos, oferta do juiz-professor. (O goleiro ganhava dois lapis.)

Era muito exigente com asseio nos trabalhos, precisio de linguagem
e organizagao nos cdlculos. Insistia que o trago de fragdo estivese a uma
altura entre as duas barras do sinal de ignaldade ¢ que fosse a primeira
coisa a ser escrita, antes do numerador ¢ do denominador.

Fazia cédlculos mentais com enorme rapidez, sabia de cor os lo-
garitmos decimais de virios nimeros e os valores das fungdes trigo-
nométricas dos arcos mais comuns. Essas habilidades lhe poupavam muito
tempo e contribufam também para impor respeito a alunos, numa faixa de
idade que outros professores achavam dificil de controlar.

Fora da Matemaitica, suas distragdes eram ler romances policiais,
dos quais tinha uma enorme colecdo, ¢ viajar pelo Brasil. Nas férias de
cada ano, visitava um Estade diferente. Tinha um filho, que se chamava
Deméstenes, ¢ ndo Tales, ou Euclides, como era de se esperar. Queria
que o rapaz seguisse engenharia e ficou decepcionado quando ele arranjou
emprego num banco.

Pelo menos cinco de seus alunos fizeram pesquisas originais que
os levaram ao doutorade em Matemdtica: Manfrede do Carmo, Roberto
Ramalho, Edmilson Pontes, Alexandre Magalh@ies ¢ eu. Vdarios outros
(inclusive, por algum tempo, minha irmd Elina) foram por ele orientados
para o magistério. E inimeros engenheiros, oficiais das forgas armadas,
bancdrios, etc. devem a ele seu treinamento basico em Matemadtica.

Para mim, Benedito de Morais € um simbolo de integridade, trabalho
honesto e visdo clara dos seus objetivos na vida., A (nica coisa que
discordamos foi ele ter votado em Dutra numa eleicio em que eu era

jovem demais para poder votar no Brigadeiro...

Agradecimento: A Manfredo do Carmo e Alexandre Magalhdes por
agraddveis conversas evocativas.



conter algumas palavras a mais sobre Ludovico Ferrari (1522 + 43 =
1565), que nasceu ¢ morreu em Bolonha mas foi para Milde aos 14 anos
a fim de trabalhar na casa de Cardano. Este, reconhecendo a excepcional
inteligéncia do jovem, ensinou-lhe Latim e Matemdtica, promovendo-o a seu
secretdrio. Aos dezoito anos, Ferrari tornou-se professor da Universidade de
Mildo e tinha apenas vinte e cinco anos quando de sua disputa com Tartaglia,
depois da qual recebeu ofertas de emprego de pessoas importantes, como o im-
perador Carlos V e o cardeal Gonzaga, de Mantua, a quem serviu durante oito
anos. Razdes de saiide o levaram de volta a Bolonha, onde morou com sua irmd,
fol professor na universidade e morreu aos 43 anos. Sua participagdo na historia
que contamos aqui é importante, ndo apenas por sua colaboragio decisiva para
o livro “Ars Magna” de Cardano, mas principaimente por ter sido o homem que,
ao deduzir a formula de resolugao por radicais da equagdo dp 4° grau, atingiu o
limite do possivel.
Com efeito, dois séculos e meio depois, Paolo Ruffini (1765 + 57 = 1822)
publicou em Bolonha (1799) wm livro no qual demonstrou que a equagdo geral
de grau superior ao quarto ndo pode ser resolvida por meio de radicais. Inde-
pendentemente disto, o jovem matemdtico noruegués Niels Henrik Abel (1802 +
27 = 1829) pensou ter descoberto, em 1821, uma formula que expressava as
raizes de uma equacdo do quinto grau por meio de radicais. Verificou porém que
havia um erro em sua demonstragdo e, retornando ao problema trés anos depois
{1824), provou que as equacées de grau superior ao quarte ndo possuem
formuia geral de resolucdo por radicais. A demonstracdo de Abel é considerada
satisfatoria enquanto que na de Ruffini 1ém sido observadas lacunas. Q problema
geral de determinar quais equagdes de grau n tém suas raizes expressas sob
forma de radicais em funcdo dos cocficientes s6 veio ter uma solu¢do definitiva
com o trabalho do genial matemdtico francés Evariste Galois (1811 + 21 =
1832). Este obteve uma condi¢do necessdria e suficiente, a saber, que o “grupo
de Galois” da equacdo seja um grupo solivel. Para entender o gue significa isto,
veja, por exemplo, o livro “Introducdo o Algebra’, por Adilson’ Gongalves.
(Projeto Euclides, IMPA, 1987, segunda edi¢ao.)

! cronica da equacdo do terceiro grau, apresentada a seguir, poderia talvez



A Equacao do Terceiro Grau

A histéria da solugiio da equagfio do terceiro grau tem virios aspectos
interessantes, em virtude dos quais ela se constitui num tOpico atraente
para estudo e discussdo entre alunos e professores de Matemadtica.

Um desses aspectos é o enigma histdrico. Se os babildnios ja sabiam
resolver a equagio do segundo gran mil e setecentos anos antes da era
cristd, por que se teve de esperar mais de tr€s mil anos até que Scipione
Ferro resolvesse a equagiio do terceiro grau e Ludovico Ferrari, logo em
segunida, a do quarto grau? Ha também o lado humano, as figuras pitores-
cas ¢ fascinantes dos homens envolvidos nas descobertas ¢ nas disputas
dai decorrentes. Além disso, tem-se ainda o aspecto cientifico, os pro-
gressos matematicos que advieram da solugfo € o grande problema geral
da resolugiio por radicais, somente elucidado trezentos anos depois, por
Ruffini, Abel e Galois. Tudo isto sem falar no cendrio, aquela notdvel

atmosfera de elevada excitacdo intelectual existente na Itdlia da época

renascentista.

A fim de dar ao leitor uma idéia do ambiente em que se desenrolou
a saga que vamos relatar, achamos oportuno encerrar esta introdugio com
dois trechos retirados do livro “Histoire des Sciences Mathématiques en
Ttalie”, de G. Libri, Paris, 1840 (pags. 6 e 152 do vol. TIE):

“Em nossa opinifc, como jd repetimos tantas vezes, ¢ o carater, € a
energia que faz os grandes homens, e o talento nunca faltou aos povos que
sentem e que desejam com todo ardor. Entretanto, uma reunifio de homens
como Leonardo da Vinci, Machiavel, Colombo, Raphael, Micheldngelo,
Ariosto, que congregaram pléiades de discipulos ilustres e de rivais, € um
fato que nenhuma pesquisa histdrica parece poder explicar.”

“Os quesiti sao uma coleg¢io, em nove livros, de respostas dadas
por Tartaglia a questdes que lhe eram enderegadas por principes, monges,
doutores, embaixadores, professores, arquitetos, etc. Freqiientemente, es-
sas questoes continham problemas do terceiro gran., Ao ver todos esses
problemas propostos no comego do século XVI, compreende-se a im-
portancia que se atribuia naquela época as descobertas algébricas. Seria
diffcil achar na histéria das ciéncias exemplo de fato semelhante, As

apostas, as disputas piblicas, os panfletos se sucediam sem interrupgao:
todas as classes da sociedade se interessavam por essas lutas cientificas,
do mesmo modo como na antigiiidade se interessavam pelos desafios dos
poetas ¢ pelos jogos dos atletas. Parecia que se pressentia a descoberta, e
a descoberta nio se fez esperar.”

Evidentemente, nas limitadas dimensdes deste artigo ndo seria possi-
vel tratar exaustivamente todos os ngulos acima aludidos do episédio que
vamos narrar. Procuraremos, entretanto, fazer uma exposiciao coerente e
inteligivel, a qual serd dividida em trés partes: Historia, Algebra e Céleulo.

1. Historia

Lendo o primeiro capitulo do livro de A. Aaboe “Episddios da Histéria
Antiga da Matemdtica”, publicado pela SBM, aprendemos que os ma-
temdticos babildnios, por volta do ano 1700 AC, ji conheciam regras
para resolver equagdes do segundo grau, sob forma de problemas, como
o de achar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto p. (Es-
ses niimeros sdo as raizes da equagdo z? — sz + p = 0 ¢, na realidade,
achar as raizes de qualquer equagio do segundo gran equivale a resolver
um problema desse tipo.) No Capitulo 2 daquele livro, aprendemos que
os gregos aperfeicoaram esse conhecimento demonstrando tais regras €
conseguindo, pela utilizagfio de processos geométricos, obter raizes irra-
cionais (representadas por certos segmentos de retas) mesmo numa época
em que Os numeros irracionais nio eram ainda conhecidos.

Na “Hist6ria da Matemdtica” de C. Boyer € contada com maiores de-
talhes a evolugdo da disciplina conhecida pelo nome de Algebra, palavra
drabe que constava do titulo do livro de Mohamed ibn Musa al Khowa-
rism, livro que teve grande influéncia na preservacdo do conhecimento
matemdtico durante a Idade Média.

Ainda no livro de Boyer, lemos sobre as contribuigdes do extraor-
dindrio matemadtico Leonardo de Pisa, conhecido como Fibonacci, que
viveu no comego do século XTI, foi autor de livros notdveis, continuando
a obra de Diofanto de Alexandria sobre solugdes inteiras de equagoes in-
determinadas ¢ teve seu nome imortalizado na “seqii€ncia de Fibonacci”
1, 1,2, 3,5, 8, 13 etc, onde cada termo, a partir do terceiro, € a soma
dos dois que o precedem imediatamente. Esta seqii€ncia originou-se num
problema sobre reproducdo de coclhos mas tem aplicagtes surpreendentes
e variadas. (V. pag. 186 do livro de Boyer.) Os livros de Fibonacci,



embora de alto valor cientifico, nio tiveram aceitagio e influéncia edu-
cacional compardveis, por exemplo, as de al Khowarism, um compilador
muito bem sucedido.

No meio do século XV teve inicio o fendmeno sécio-cultural conhe-
cido como a Renascenga, caracterizado por uma renovagio do interesse
pelas coisas do espirito em seus mais altos niveis, por uma efervescéncia
criativa € uma extraordinaria explosao produtiva nas artes plasticas, lite-
ratura, arquitetura e ciéncias. Seu epicentro se localizon na Itdlia, onde
surgiram génios do porte daqueles j4 mencionados por G. Libri, aos quais
acrescentaremos Scipione Ferro, Girolamo Cardano, Niccold Tartaglia,
Ludovico Ferrari e Galileu Galilei, que nasceu no dia em que morreu
Micheldngelo ¢ viria 2 morrer no ano do nascimento de Isaac Newton,
fazendo lembrar nma corrida de revezamento olimpico.

Em 1494, Frei Luca Pacioli, amigo de Leonardo da Vinci, renomado
professor de Matemadtica, tendo ensinado em diversas Universidades da
Italia, escreven o livro “Summa de Aritmética e Geometria”, um bom
compéndio de Matemitica, contendo nogbes de cdlculo aritmético, radi-
cais, problemas envolvendo equagdes do primeiro e segundo grau, geome-
tria e contabilidade. Até o aparecimento da Algebra de Raphael Bombelli,
em 1572, o livro de Luca Pacioli (que tinha, além de suas qualidades
intrinsecas, a vantagem sobre seus predecessores trazida pela invengdo
de Guttemberg) teve grande divulgagio e prestigio. Como era costume, a
incognita, que hoje chamamos z, era nele denominada “a coisa”, enquanto
z2 era “censo”, z° era “cubo”, z* = censo censo, etc. A Algebra era na
¢poca chamada “a arte da coisa” ou “arte maior”. Depois de ensinar, sob
forma de versos, a regra para resolver a equagao do segundo grau, Pacioli
afirmava que n@o podia haver regra geral para a solugio de problemas do
tipo “cubo e coisas igual a nimero”, ou seja, z° + pr = q.

Muitos matemadticos, entre os quais Girolamo Cardano, de quem fala-
remos a seguir, acreditaram nessa afirmagio peremptoria de Pacioli. Mas
um, pelo menos, ndo acreditou e fez muito bem em ser cético.

Coube a Scipione Ferro (1465 + 61 = 1526), professor da Universi-
dade de Bolonha, personagem sobre cuja vida muito pouco se conhece, a
gldria de resolver esse problema de 3 mil anos. Ao que se saiba, ninguém
jamais superou seu recorde, resolvendo um problema que tenha desafiado
a argucia dos matemdticos por mais tempo. O curioso € que Ferro nunca
publicou sua solugio. Na realidade, nunca publicou nada. Sabemos que a

duas pessoas ele comunicou o segredo da solugio dos problemas do tipo
“cubo e coisas igual a nimero” (z® + pz = ¢) ¢ “cubo igual a coisas €
nimero” (22 = px + q): seus discipulos Annibale Della Nave (mais tarde
seu genro e sucessor na cadeira de Matemdtica em Bolonha) e Antonio
Maria Fiore. A este dltimo, deu a regra mas ndo a prova. A descoberta
ocorreu provavelmente em torno de 1515. Em 1535 Fiore teve a infeliz
idéia de desafiar Tartaglia para uma disputa matematica.

Como vimos acima, esses duelos intelectuais ndo eram infreqiientes.
Eram cercados de ritual, presididos por alguma autoridade ¢ muitas ve-
zes assistidos por numerosa audiéncia. Alguns contratos de professores
universitdrios eram temporarios ¢ muitas vezes a permanéncia na cdtedra
dependia de um bom desempenho nessas disputas. Isto talvez explique a
atitude sigilosa de Ferro; era bom ter uma bala na agulha para o caso de
necessidade. Divulgar sua descoberta seria gastar munigao a toa.

Niccold Tartaglia era professor em Veneza e jd tinha derrotado outros
desafiantes. Fiore propds 30 problemas, todos envolvendo, de um modo
ou de outro, equagdes do terceiro grau. Tartaglia fez também sua lista, de
natureza bem mais variada, A tinica arma de Fiore era a férmula de Ferro.
As de Tartaglia eram seu sélido conhecimento e sua inteligéncia. Oito dias
antes do encontro, depois de longas tentativas, ocorreu a Tartaglia como
deduzir a férmula da equagio do terceiro gran. Sem divida, isto foi uma
notdvel descoberta, porém nio to grande quanto a de Ferro pois Tartaglia
sabia, pelas questdes que lhe foram propostas, que uma tal formula devia
existir, enquanto Ferro ndo podia ter essa certeza. Quem ja fez pesquisa
em Matematica sabe a grande diferenga que isso faz. E a mesma que existe
entre resolver um exercicio ou demonstrar um novo teorema. Seja como
for, Tartaglia resolveu de um golpe os 30 problemas de Fiore, ganhou
a disputa e recusou magnanimamente os 30 banquetes estipulados como
prémio ao vencedor,

Noticias sobre o concurso e a natureza dos problemas resolvidos
chegaram a Mildo, onde vivia o doutor Girolamo Cardano, que ficou
muito curioso para saber se e como fora conseguido aquilo que Pacioli
julgara impossivel.

Cardano usou de todos os meios para atrair Tartaglia a sua casa ¢
14, mediante promessa de guardar segredo, obteve dele, em 1539, a regia
para resolver a equagio z® + px = ¢, dada sob forma de versos um tanto
enigmaticos, sem nenhuma indicagiio de prova.
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A vida de Niccold Tartaglia (1499 + 58 = 1557) foi muito dificil.
Nascido em Brescia, ficou 6rfao de pai aos seis anos e foi criado, com
sens trés irmdos, por uma mie devotada e paupérrima. Aos 14 anos,
no saque de Brescia por tropas francesas, refugiou-se na Catedral mas,
ali mesmo, foi seriamente ferido no rosto por golpes de sabre que lhe
deixaram desfigurado ¢, por longo tempo, quase sem poder falar. Isto lhe
valeu o apelido de Tartaglia (o tartamudo), que posteriormente assumiu
como sobrenome. Aprendeu sozinho, “somente em companhia de uma
filha da pobreza chamada diligéncia, estudando continuamente as obras
dos homens defuntos™. Superou todas as dificuldades e conseguiu chegar
ao limite do conhecimento da época em Matemética, Mecénica, Artilharia
e Agrimensura. Descobriu a lei de formag@o dos coeficientes de (z +a)”
e foi autor de algumas descobertas sobre tiro e fortificagdes. Por causa

delas, sonhava conseguir recompensa do comandante militar de Milo.-

Esta foi a isca usada por Cardano para atrai-lo.

Girolamo Cardano (1501 + 75 = 1576) era um personagem rico em
facetas contraditérias e em talentos vdrios. Sua vida lhe trouxe aliernincias
de fama, fortuna, prestigio, desgraca familiar, severas punicées e pobreza.
Era médico, astrbnomo, astrélogo, matemdtico, filésofo, jogador invete-
rado e um incansével investigador, cuja curiosidade e interesse por todos
0s tipos de conhecimento nio tinham limites. Escreveu muitos livros so-
bre todos estes assuntos {mais de cem!), inclusive uma interessantissima
¢ reveladora autobiografia. Tendo conseguido melhorar vérios assuntos
tratados por Pacioli, Cardano pretendia publicar um livro de Algebra, aju-
dado por seu brilhante e fiel discipulo Ludovico Ferrari.

Depois da visita de Tartaglia, Cardano, com algum esforgo, conseguin
demonstrar a validez da regra para resolver a equagiio z° + pz = q.
Naquela €poca, ndo era costume concentrar os termos da equacgio no
primeiro membro, deixando apenas zero depois do sinal de igualdade.
Nem se percebia que uma equagio sem o termo z2 & 0 mesmo que ter o
mesmo termo com coeficiente zero.

Cardano mostrou que a substitui¢io z = y — a/3 permite eliminar
o termo em z? na equagdo z° 4 az? 4 bz + ¢ = 0 ¢, a0 todo, deduziu
as férmulas para resolver 13 tipgs de equagdes do terceiro grau! Eviden-
temente, hoje essas férmulas se reduziram a uma dnica. Mas € preciso
observar que as equages daquele tempo eram todas numéricas. (Q uso
de letras para representar niimeros em Algebra teve inicio com Frangois
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viete, em 1591.) Logo, a rigor, ndo havia férmulas e sim receitas ou
regras, explicadas com exemplos numeéricos, uma regra para 2%+ pzr =g,
outra para £° = pz + ¢, outra para =° + pz” = ¢, etc. _

Os estudos de Cardano, feitos com a colaboragido de Ferran, o qual

.obteve a solugfio por radicais da equagio do quarto grau, conduziram a

impontantes avangos na teoria das equagdes, como o reconhecimento de

rafzes multiplas em vdrios casos, relagdes entre coeficientes e raizes, €

aceitacdo de rafzes negativas, irracionais e imagindrias. (Por estes doi’s
dltimos nomes pode-se perceber a ma vontade secular para conmderfx-
las.) Cardano, entretanto, nunca enunciou explicitamente que uma equagao
qualquer do terceiro grau deve ter trés raizes e uma do quarto grau quatro
raizes. Isto foi feito depois, por Bombelli. Todos esses progressos eram
razdes mais do que suficientes para a publicagio de um livro sobre o
assunto. Mas isto ele estava impedido de fazer em virtude de seu juramento
a Tartaglia. ’

Em 1542, entretanto, Cardano ¢ Ferrari visitaram Bolonha e 14 obti-
veram permissio de Della Nave para examinar 0s manuscritos deixados
por Ferro, entre os quais estava a solugdo da equagio z° + px = q. O
juramento de Cardano o proibia de publicar a solugdo dc_ Tartaglia mas
nio a de Ferro, obtida muito antes. Por isso, ¢le se considerou desobri-
gado de qualquer compromisso ¢ voltou-se, com energia, a preparagdo dc
seu grande livro “Ars Magna”, que foi publicado em 1545. O apareci-
mento dessa notivel obra foi recebido favoravelmente pelos entendidos
mas provocou reagdo bem desfavordvel de Tartaglia. 3

Com efeito, no ano seguinte (1546) Tartaglia publica os “Quesit ¢
Inventioni Diverse”, livro j4 mencionado acima, no qual ele, além de apre-
sentar solugDes para vdrios problemas que lhe foram propostos, descreve
fatos autobiogrificos e conta a histéria de suas relagbes com Cardano.
atacando-o asperamente pela quebra de um solene juramento.

Nas situagbes de controvérsia, quase sempre ocCorre que cada uma
das partes tem razdo em alguns pontos € nio tem noutros. Vimos acima
as razdes de Cardano. As razdes de Tartaglia, a Histéria comprova. Por
muitos séculos, a férmula da equagio do terceiro grau foi conhecida como
“férmula de Cardano”, por ter sido publicada pela primeira vez na “Ars
Magna”, muito embora Cardano tenha dito que a férmula fora (_iescoberta
por Ferro e redescoberta por Tartaglia. Se a formula fosse publicada num
livio de Tartaglia, a posteridade certamente a conheceri2 por seu nome.



18 A Equagéc do Tercelro Grau

Assim, ele tinha seus motivos para zanga,

A publicagiio dos “Quesiti” foi respondida por um panfleto de Ferrari
(1522 + 43 = 1565) em defesa do seu mestre, 0 que provocou uma réplica
de Tartaglia, iniciando-se uma polémica que durou mais de um ano (feve-
reiro de 1547 a junho de 1548) e produziu os 12 panfietos (seis de cada
autor), conhecidos como “Cartelli di Sfida Mathematica”. (Sfida significa
disputa.) No final, Tartaglia aceitou o desafio para um debate matemaitico
contra Ferrari em Mildo. (Cardano manteve-se sempre fora da briga, ape-
sar das provocagdes de Tartaglia) O resultado do debate ndo ficou muito
claro mas as autoridades universitdrias em Brescia, para onde Tartaglia
acabara de transferir-se, nfo ficaram satisfeitas com sen desempenho e
cortaram seu contrato. Ele regressou a Veneza, onde morreu, humilde e
obscuro, nove anos depois.

Feita esta narragio, vejamos agora como se resolve a equagio do
terceiro grau,

2. Algebra

A equagio mais geral do terceiro grau é az® + bz? + ¢z +d = 0. Ela é
equivalente a b d
c
2+ -2 +-z+— =0,
a a a _ _

Logo, basta considerar equagdes em que o coeficiente de z® € igual a 1.

Dada a equagio z° + ax? + bx + ¢ = 0, a substiwi¢io z =y — a/3
a transforma em

(y—g)3+a(y—-§)z+b(y—--§)+c=0,

2 23
93+(b—%)y+—a--—9—b+c= .

que € uma equacdo desprovida de termo do segundo grau. Portanto, é
suficiente estudar as equagdes do terceiro grau do tipo

ou seja:

z° +pz+¢=0.

Para resolver esta equagio, escrevemos £ = % + v. Substituindo,
obtemos
3,3 2 2
v+ U7 + 3uv + 3uv® + p(u + v) + ¢ =0,
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isto &:
u? +v° + (3uv + p)(w +v) + g =0.
Portanto, se conseguirmos achar mimeros «, v 1ais que

ud +1° = —¢ , u?+v? = —q
{u-v=—p/3 - O SegR, {us-v3: —p®/27,

entiio £ = u + v serd raiz da equagdo z* + pz + ¢ = 0.
Ora, o problema de achar 4% e v® conhecendo a sua soma ¢ o seu
produto ¢, como sabemos, de ficil solugdo: u® e v® sdo as raizes da

equagfio do segundo grau
3
2 _P
w4+ qw o7 0.

Utilizando a férmula clissica para resolver esta equagdo, obtemos

SN SN D AP S Y L Gy it
wErygty gt el 2 4 T

¢ conseqglientemente,

T I N L O . A DN L
z*u+v—\/2+ 4+27+¢ 5 4+27.

Assim, £ = u + v, dada pela formula acima, € uma raiz da equagao

2 4+pr+qg=0
Na férmula acima, destaquemos o radicando
4 27

Mostraremos na segio seguinte que se JJ > 0 a equag@o tem uma raiz
real ¢ duas raizes complexas conjugadas; se D = 0 t€m-se trés raizes
reais, sendo uma repetida; se I) < 0 entdo as trés raizes da equagio
z? + pT + ¢ = 0 sdo reais e distintas. Este é um aspecto paradoxal
da férmula de Ferro e Tartaglia. Quando D < 0, a férmula exprime
z = u + v como soma de duas raizes cibicas de niimeros complexos. No
entanto € este O €aso em que a equagio possui trés raizes reais distintas.
Este é chamado tradicionalmente o “caso irredutivel” porque, ao tentar
eliminar os radicais, recai-se noutra equagao do terceiro grau.
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Vejamos alguns exemplos, retirados do livro de Algebra de Leonard

Euler, escrito em 1770, o qual serviu de modelo para os compéndios
utitizados por sucessivas gerages de estudantes.
Exemplo 1: 2 — 6z —9=0. Aqui, D) = 49/4 = (7/2)2 > 0. Logo,
a férmula nos d4 a raiz £ = 2+ 1 = 3. Dividindo z® — 6z —9 por z — 3,
obtemos z% + 3z + 3, logo as duas rafzes restantes sdo as da equacéo
£? +3z+3 = 0, isto 6, —3/2+14+/2/2 ¢ —3/2—1v/2/2. Evidentemente,
a raiz 3 {(como toda raiz inteira) poderia ser sido obtida mediante simples
inspecio, examinando-se os divisores do termo independente —9, sem
necessidade de usar a férmula.

Exemplo 2;: Na equacio z° — 6z — 40 = 0, temos D) = 392 = (14+/2)2
logo a férmula nos di a raiz

z = {/20+14\/§+ {/20—14\/5

e, como foi dito acima, as outras duas raizes sdp numeros complexos
conjugados. Mas, testando os divisores de 40, vemos que 4 € raiz. Como
niao ha outra raiz real, concluimos que

{/20+14s/§+ {/20—14\/5=4,

sem divida uma identidade interessante. Como (2> —6z—40) - (z —~ 4)
22 + 42+ 10 e as rafzes deste trindmio sio —2+1v/6, obtemos as 2 raizes
(complexas} que faltavam. Aqui, a formula novamente nfo foi necessdria.

Exemplo 3: Seja 2° + 3z + 2 = 0. Temos D = 2, log(l)

=§/—1+~/§+\?—1—\/§:{/—1+~/§—{/1+\/§

¢ raiz da equagdo. As outras duas raizes sdo complexas; elas sao obtidas
resolvendo a equagiio do segundo grau 2 +az+b = 0, onde z%+az+b =
(z° +3z+2) +(z—r). Portanto a = r e b = r2 4+ 3, isto &, a
equagdo do 22grau cujas rafzes (complexas) sfo as duas outras raizes de
23 +3x+ 2 =0¢aequagio 22 + 7z +r% + 3 = 0, onde r foi dada
acima. Aqui, a férmula foi essencial para nos conduzir a raiz r.

Exemplo 4: z3 — 3z — 2 = 0. Neste caso, D = 0 ¢ a formula nos dd a
raiz T = 2. Como(:z:3—3:c 2)+(z-2)=z?+22+1=(z+1)%
as outras raizes sio —1 e —1, ou seja, uma raiz dupla. Novamenie neste
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exemplo, chegariamos as raizes simplesmente examinando os divisores de
2, pois a equagio ndo tem raizes irracionais.

Exemplo 5: A equagio z° —6z—4 =0nos dd D = —4 < 0. Portanto
ela deve ter 3 raizes reais distintas. A férmula fornece uma delas:

z=3Y2+2+ 32 -2,

Isto parece um nimero complexo mas, pelo que demonstraremos na segao
seguinte, tem que ser um nimero real. Ora, testando os divisores de —4,
termo independente de z, vemos que —2 € raiz da equagio proposta. As
outras duas sao as raizes de z? — 2x — 2 = 0 porque z2 — 2z — 2 =
(2 — 6z —4) + (z + 2). Logo, as trés raizes da equagdo proposta sio
-2,1+ \/5 el— \/_ Este € um exemplo do caso irredutivel: trés raizes
reais mas a formula nos dd um radical complexo. Aqui surge uma questao
interessante. Uma dessas trés raizes deve ser igual a v/2 + 2t + v/2 — 21.
Qual delas?

A questdo pode ser interessante mas a pergunta nio estd muito bem
formulada. Quando z € um nimero complexo, o simbolo /2 significa
qualquer numero cujo cubo seja igual a z. Excetuando-se z = 0, ha
sempre trés ndmeros complexos cujo cubo € 2. Por exemplo, tomando 2 =
1, vemos que os trés nimeros 1, @ = (~1+1v/3)/2¢ a? = (~1-1/3)/2
tém todos cubo igual a 1. Estas sio as raizes cibicas da unidade. Dado
qualquer nimero complexo 2, se w ¢ uma raiz cibica de z, as outras duas
sio aw ¢ aw, onde & = (—1+i/3)/2.

Na férmula z = V2 + 27 + V2 — 21, que dd uma raiz da equacdo

% — 6z — 4 = 0, cada radical tem portanto 3 valores. Olhando assim,
parece que obteremos ao todo 9 raizes para a equago dada. Claro que
ndo. Temos £ = u + v, com uv = —p/3 = 2, logo v = 2/u. Isto mostra
que, quando escolhemos um valor para u (entre os 3 valores possiveis de

V2 + 21), 0 valor correspondente de v fica determinado. Assim, temos
somente 3 raizes. Ainda bem.

Mas, como se faz para calcular V2 + 22 e v/2 — 21 7

Usando a notagfio €'¥ = cos o + tsen ¢, temos

2+2i=\/§(£+ £)=\/§(cosg+zsen—) V8 BUAS
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Portanto um dos trés valores de /2 + 21 é
up = V2+2 = 8. /12 = \f3. /12 V2(cos 15° + 7 sen 15°).

O valor correspondente de v é:

2 2 .
vy =— = 2111=111=\/§(c0515°—zsen15°).
U1 |u;|

Logo uma das raizes da equagio €
T = uy + vy = 23/2cos 15° =2\/§-M =1+4/3,

que € uma das trés raizes que conheciamos. Ela foi obtida porque es-
colhemos e_”r/ 12 como valor da raiz cibica de ¢"/%, Se tivéssemos
escolhido €¥37/4 — cos 135° + 4 sen 135° obterfamos a raiz 2, = —2 e, se
tomassemos e~ 77/ 12 = cos 105° — 1 sen 105° como raiz ctibica de €17/,
obterfamos 3 =1 — \/5

Na segdo seguinte, mostraremos como fatos elementares de Calculo
podem ser usados para explicar a natureza das raizes da equagio z° +
pZ + ¢ = 0 a partir do sinal do discriminante D = p%/4 + p°/27.

3. Cilculo

Vamos examinar o grifico da fungdo f:R — R, dada por f(z) = 2% +

pz+4q. Cada ponto que o grifico tiver em comum com o eixo das abcissas

corresponderd a uma raiz real da equagio z° + px 4 ¢ = 0.
Preliminarmente, observemos que

flz) = 2° (1+$i’§+f—3).

Para valores de z que tenham valor absoluto muito grande, p/z? e ¢/z°

sdo insignificantes logo, para tais valores, na soma dentro dos parénteses
prevalece o sinal de 1, que € positivo. Entdo o sinal de f(z), quando o
valor absoluto de z € muiio grande, é 0 mesmo sinal de z°, iswo &, de
z. Em particular, o polindmio f{z) € negativo para valores muito grande
negativos de e € positivo se z é um niimero positivo muito grande.
Segue-se daf que f(z), por passar continuamente de negativo a positivo,
deve anular-se em algum ponto. Toda esta conversa serve para concluir
que toda equagio do terceiro grau tem pelo menos uma raiz real. Ou seja
o grifico de f(z)} = 2>+ pz + g corta o eixo das abcissas em pelo menos
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um ponto.

Quando p > 0, a derivada f'(x) = 3z% + p € sempre positiva, logo
f é uma fungio crescente, que corta o eixo z num tnico ponto. Logo,
quando p > 0, a equagio z3 + pr 4+ = 0 tem uma 1inica raiz real, a qual
pode ser positiva, negativa ou nula, e duas raizes complexas conjugadas.

A i A

¥

UMA RAIZ REAL , NEGATIVA UMA RAIZ REAL , NULA UMA RAIZ REAL , POSITIVA

Figura 1. O grifico de 2° + pZ + ¢ no caso p > 0. A raiz real nula ocorre se

g = Q.

Quando p = 0, a equagio reduz-se a z°> = —g logo tem uma rajz
real e duas complexas quando g # 0 e uma raiz real tripla (igual a zero)
se ¢ = 0. Os grificos correspondentes sdo dados abaixo.

L/

y=x°+g,q £ 0

Figura 2. Notam-sc tangentes horizontais se £ = 0, em ambos os casos.

Consideremos agora 0 caso mais interessante, em que p < 0. Entao
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podemos escrever p = —3a,a > 0. A fungfo se torna f(z) = =® ~
3a%x + q, e sua derivada é f'(z) = 3z% — 3a?, que se anula nos pontos
z = fa. Como a derivada segunda f”(z) = 6z € negativa no ponto
T = —a, este € um ponto de maximo. Por motivo anilogo, a fungio
tem um minimo no ponto z = a. O grifico de f apresenta uma das
formas abaixo, confcrme a equagio z® + pz + ¢ = 0 tenha uma raiz real
¢ duas compiexas, uma raiz real simples € uma dupla, ou trés raizes reais
distintas.
Estes trés casos correspondem, respectivamente, a

fla) f(—a) >0,f(a)- f(~a) =0 ¢ f(a)-f(~a)<O.
Temos:
fla)- f(-a) = (¢~ 2a°)(g + 20°) = ¢* - 4a® =
4 5 ¢ Y\ .
:q2+5.‘7?’ :4(74-%) =4D,

(Lembremos que p = —3a?.) Portanto, o sinal de f (a)-f(—a) ¢ o mesmo
do discriminante [,

N\ e /

& femmm—-
Y

1
) I
! I
a X - r] o / -0 \\ / =
fa)
UNA RAIZ REAL. , UMA RAIZ REAL SIMPLES, TRES RAIZES REAIS |
CHIAYS COMPLEXAS UMA DUPLA SWPLES

Figura 3,

Conclusio: a equagio do 32 gran x? + px + ¢ = 0 tem uma, duas
ou wrés raizes reais distintas conforme D = ¢2/4 + p®/27 seja positivo,
nulo, ou negativo, respectivamente.
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artigo seguinte trara de alguns conceitos matemdticos que foram inven-

tados para resolver determinados problemas mas que, com o decorrer do

tempo ¢ do use, mostraram possuir aplicacoes bem mais amplas ¢
diferentes daguelas originalmente cogitadas.

Ndao é dificil achar exemplos de situagdes desse tipo, aré mesmo fora da
Matemdtica. (Afinal de contas, a coca-cola foi inicialmente fabricada como
remédio para o estomago.) Os trés exemplos que escolhemos para ilustrar nosso
tema (logaritmos, niimeros complexos ¢ trigonometria) déstacam-se, entretanto,
por vdrias razbes, entre as quais mencionaremos duas. _

Em primeiro lugar, sdo assuntos do curriculo do 2° grau que possuem
enorme relevdncia pois, além das aplicagbes imediatas, vao ser fundamentais
para todos aqueles que prossegiirdo seus estudos ¢, na Universidade, terdo que
estudar Cdlculo, discipling onde os trés referidos assuntos sao quase ubiquos.

Em segundo lugar, logaritmos, numercs complexos e trigonometria for-
necem um raro exemplo de sintese e unificagdo. (Veja o tdpico: “Nimeros
negativos possuem logaritmos?” na se¢do “Conceitos e Controvérsias™.) Isto é

conseguido pela fun¢do de Euler E:R 5 § 1, que introduzimos e explicamos no
artigo. Esta fun¢do é a base da trigonometria, Além disso, sua propriedade fun-
damental E(s + t) = E(8)-E(D), provada no texto, mostra quee as formulas usuais de
adicdo de arcos, para ¢ seno ¢ o cosseno, nada mais sGo do que uma
interpretagio da regra bem conhecida: para multiplicar poténcias de mesma
base, somente somam-se 0s expoentes.

Quando se ensina, na escola secunddria, ¢ conceito de fungdo, é-se
limitado a dar dois tipos de exemplo: os artificiais, irrelevantes, ¢ as fungées
definidas por formulas numéricas. A fungao de Euler constitui um iépico bas-
tante instrutivo porque, ndo se enquadrando em nenhum desses tipos, mostra de
forma bem clara como o conceito geral de fun¢do pode ser utilizado para obier
resultados interessantes e elucidativos.



Sobre a Evolucao
de Algumas Idéias Matematicas

Virios conceitos basicos da Matemdtica, criados para atender a certas
necessidades e resolver problemas especificos, revelaram posteriormente
uma utilidade bem mais ampla do que a inicialmente pensada e vieram,
com a evolugdo das idéias e o desenvolvimento das teorias, a adquirir uma
posi¢io definitiva de grande relevéncia nesta Ciéncia. Em alguns casos,
a utilidade original foi, com o tempo, superada por novas técnicas mas a
relevancia tedrica se manteve,
Hustraremos essa observagdo com trés exemplos.

1. Logaritmos

Os logaritmos foram inventados no inicio do século 17, a fim de simpli-
ficar as trabalhosas operagdes aritméticas dos astrénomos, com vistas a
elaboragio de tabelas de navegacio.

Com efeito, a regra log(zy) = log z+log ¥ e suas conseqiiéncias, tais
como log(z/y) = log z—log ¥, log(z") = n-log z,log ¥z = (log z)/n,
permitem reduzir cada operagdo aritmética (exceto, naturalmente, a adigio
e a subtragdo) a uma operagdo mais simples, efetuada com os loga-
ritmos. Esta maravilhosa utilidade pritica dos logaritmos perdurou até
recentemente, quando foi vastamente superada pelo uso das calculadoras
eletrOnicas.

A fungdo logaritmo, entretanto, juntamente com sua inversa, a fungio
exponencial, permanece como uma das mais importantes na Matemdtica,
por uma série de razbes que vdo muito além da sua utilidade como
instrumento de cdlculo aritmético. Por exemplo, a prépria identidade
log(zy) = logz + log y, a par do seu grande apelo estético, serve para
mostrar que nao existe diferenga estrotural (intrinseca) entre as operagles
de adi¢do de nimeros reais e a multiplicagdo de nimeros reais positivos.
Mas a principal razdo da relevancia dos logaritmos (ou, 0 que € o mesmo,
das exponenciais) provém de uma propriedade que j& havia sido observada
hd cerca de 300 anos, sobre a qual diremos algumas palavras agora.
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As primeiras pessoas que se ocuparam da elaboragio de tabuas de
logaritmos nio podem ter deixado de notar que, para pequenos valores
de h, a razdio [log(z + k) — logz]/h entre o acréscimo de logz ¢ o
acréscimo k& dado a z €, aproximadamente, proporcional a 1/z. Quando
se usam o8 logaritmos naturais (que t€m como base o nimero “€”) a
constante de proporcionalidade € igual a 1, de modo que o quociente
[log(z + k) — log z]/h, para valores pequenos de A, € aproximadamente
igual a 1/z. Daqui em diante, falaremos apenas de logaritmos naturais.

A inversa da fungio logaritmo y = logz € a fungdo exponencial
x = e¥, ou ¥ = expy. Portanto log{expy) = y paratodo ¥y € R
e exp{logz) = z para todo z > 0. Quando atribuimos ao niimero
y = logx um pequenc acréscimo k, o novo valor y + k passa a ser o
logaritmo de um nimero z + h, préximo de z. Podemos entdo escrever
y+k =log(z+ h),y =logz e k = log(x + h) — log z. Fazendo estas
substituigdes, obtemos

exp(y + k) —expy  exp(log(z + R)) ~explogz
k h log(z + h) —logx -
h
" log(z + h) —log

N T = expy,

onde = significa “aproximadamente igual”.

Assim, a razio [exp(y + k) — exp y|/k é, para pequenos valores de
k, aproximadamente igual a exp y.

Mais geralmente, se considerarmos a funcdo f(y) = exp(ey), onde
¢ € uma constante, teremos, para pequenos valores de k:

Jly tk)—fly) _ expley +ck) —expley)

k ck
~ ¢ -expley) = ¢- f(y).

As observagOes acima se traduzem, em termos matematicos, pelas
afirmagBes de que a derivada da fungiio y = log z € igual a 1/z (isto €
y' = 1/x) e que a derivada da fungio T = exp{ey) € 2' = ¢ z.

Dai resulta a grande importincia da fung@io exponencial (e con-
seqilentemente da sua inversa, a fungdo logaritmo) para descrever as gran-
dezas cuja taxa de variag@o seja, em cada momento, proporcional ao valor
daquela grandeza naquele momento, Exemplos de grandezas com essa
propriedade sd3o: um capital empregado a juros compostos, uma populagdo
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(de animais ou bactérias), a radioatividade de uma substancia, ou um ca-
pital que sofre desconto. Nos dois titimos exemplos, a grandeza diminui
com o tempo, de modo que sua lei de variagio € da forma z = a- exp(bt}
com @ = valor inicial, = tempo e b < 0.

Resumindo:  um matemético ou astrdnomo do século 17 achava os
logaritmos importantes porque eles the permitiam efetuar cdlculos com
rapidez ¢ eficiéncia. Um matematico de hoje acha que a fungio loga-
ritmo e sua inversa, a fungdo exponencial, ocupam uma posigdo central
na Andlise Matemadtica por causa de suas propriedades funcionais, muito
especialmente a equacio diferencial 2/ = ¢-z, a qual descreve a evolugio
de grandezas que, em cada instante, sofrem uma variag@io proporcional ao
seu valor naquele instante.

2. Nimeros complexos

Um niimero complexo tem a forma & + 16, ou a + b, onde a ¢ b séo
nimeros reais e a “unidade imagindria” ¢ ¢ um novo numero, tal que
22 = —1, Por isso &5 vezes se escreve 2 = v/—1. Os nimeros complexos
surgiram em Matemdtica a fim de tomar possivel a raiz quadrada de um
nimero negativo. Por exemplo: /—9 = 3. Conseqiientemente, toda
equagio do segundo grau passou a ter raizes. Por exemplo 22 —22+5 =0
possui raizes complexas 1 + 2t e 1 — 21,

Mais notavel (e inesperado) € que, quando se acrescentou aos nil-
meros Teais o nimero ¢, de modo que passassem a existir as raizes +1
da equagdo x2 4 1 = 0, niio foi mais necessdrio inventar novos nimeros
para que tivessem raizes todas as demais equagOes algébricas, s¢jam quais
fossem os seus graus. Com efeito, o chamado “Teorema Fundamental da
Algebra”, cuja demonstragio se deve inicialmente a Euler e d’Alembert
¢ posteriormente, em forma definitiva, a Gauss, diz que, dado qualquer
polindmio p{z) = ag + @12 + ... + anz®, exisiem nimeros complexos
T1,72y... 4 Fp 18 que

p(z) =ao{z ~7}(z—72)...(2 — Tn).

Segue-se dai que p(ry) = 0,p(r2) = 0,...,p(rn) = O, isto &,
os niimeros complexos 7y,79,... ,Ty S0 as raizes da equagdo algébrica
p(z) = 0.

Assim os niimeros complexos, mtroduzxdos em Matemdtica para que
tivessem raizes as equagdes algébricas do segundo grau, sdo suficientes
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para dotarem de raizes as equagdes do terceiro, quarto, quinto, e todos os
demais graus.

Este fato somente ji € responsdvel em boa parte pela relevincia
matemdtica dos mimeros complexos, indispensaveis em Algebra Linear,
Equagdes Diferenciais e em vdrias situagdes nas quais, mesmo que se de-
sejem estudar apenas questoes relativas a nimeros reais, € indispensive]
considerar mimeros complexos para se obter a solu¢fo real desejada.

Um exemplo do fendmeno acima mencionado, alids, jd havia ocorrido
na Renascenga, nos trabalhos dos algebristas italianos Ferro, Tartaglia,
Cardano e Ferrari, que culminaram com a descoberta das férmulas de
resolucdo das equagdes do terceiro e quarto grau.

A formula da equagdo do terceiro grau envolve raizes quadradas ¢
cibicas. Cardano notou que algumas equagdes do terceiro grau t8m as
3 raizes reais mas na férmula que as fornece ocorrem raizes quadradas
de nimeros negativos. Assim, para chegar a essas raizes reais, € pre-
ciso primeiro passar pelos nimeros complexos. Hoje em dia ja se sabe
(€ um teorema) que se os coeficientes de uma equag@o do terceiro grau
sdo niimeros inteiros e as 3 raizes s30 mimeros reais irracionais entdo é
impossivel exprimir essas raizes por meio de férmulas nas quais os coe-
ficientes sdo submetidos a operagdes algébricas e radicais, sem que em
algum lugar aparega a raiz quadrada de um niimero negativo.

Nao se julgue, entretanto, que a importincia dos mimeros comple-
xos resulta apenas do Teorema Fundamental da Algebra. Eles se fazem
presentes em praticamente todos os grandes ramos da Matemdtica como
Algebra Teoria dos Numeros, Topologia, Geometria (Analitica, Dife-
rencial ou Algébrica), Andlise, Equagdes Diferenciais € em aplicagOes
como Fisica Matemadtica, Dindmica dos Fluidos, Eleromagnetismo, etc.
A Teoria das Fungdes de Varidvel Complexa € uma 4rea nobre, de grande
tradicdo matemdtica e, a0 mesmo tempo, com notivel vitalidade, refletida
na intensa atividade de pesquisa que se desenvolve nos dias atuais.

3. Trigonometria

A Trigonometria foi inventada hd mais de dois mil anos. Ela consiste,
essencialmente, em associar a cada angulo ¢ certos nimeros Como cos &
(o0 cosseno de @) € sen« (0 seno de «), cada um dos quais representa,
de certo modo, uma espécie de “medida” daquele dngulo. Melhor di-
zendo, esses nimeros constituem um grande passo & ‘rente nos estudos
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das chamadas “relagGes métricas” nos tridngulos porque estas, tradicio-
nalmente, estabelecem férmulas que relacionam entre si comprimentos de
segmentos (tais como lados, alturas, bissetrizes, etc.) enquanto as fungoes
trigonomeétricas relacionam angulos com fados.

A base teorica na qual se fundamentou originalmente a Trigonometria
foi a semelhanca de trifngulos. Dado um &ngulo retingulo ABC, do
qual @« = BAC seja um dos angulos, s¢ AC € a hipotenusa, define-
se cosex = ABfAC e sena = BC[AC. Se tivéssemos construido
qualquer outro tridngulo A B'C' de modo andlogo, ele seria semelhante
a ABC por ter um angulo agudo comum, logo AB/AC = AB'{AC’
e BC/AC = B'C'/AC". Portanto, a semelhanga de tridngulos garante
que as definigbes de cos & e sen & sdo coerentes, isto €, ndo dependem
de qual tenha sido o tridngulo retingulo ABC escolhido.

A relagio fundamental entre cosc ¢ sena € a férmula cos® & +
sen>a = 1. (E um costume antigo € conveniente escrever-se cos? &
e sen® & em vez de (cos )2 e (sen «)? respectivamente.) Esta férmula
resulta imediatamente do Teorema de PitAgoras, segundo o qual (AC)? =
(AB)? + (BC)2

C
c
q +
A ‘ B B’
Figura 1.

Se o dngulo a ¢ obtuso (maior do que um e menor do que dois
retos) considera-se seu suplemento o € pde-se, por definigdo, cosa =
— cos &, sen & = sen o'

A motivagio original da Trigonometria foi o problema da “resolugo
de trigngulos”, que consiste em determinar os 6 elementos de um tridngulo
(3 lados e 3 dngulos) quando se conhecem 3 deles, correspondentes aos
3 casos classicos de congruéncia (3 lados, ou 2 lados mais o angulo
compreendido, ou 2 dngulos mais o lado compreendido).

O surgimento do Cidlculo Infinitesimal e, posteriormente, de seu pro-
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longamento teérico, a Andlise Matemdtica, veio dar uma nova dimenséo
As nogbes basicas da Trigonometria, como seno, cosseno e as nogdes as-
sociadas de tangente, secante, etc. Para isso, € indispensdvel considerar
as fungBes cost e seni definidas para todo nimero real ¢. Ou seja, € pre-
ciso falar em cosseno e seno de um admero, em vez de um dngulo. Essa
transi¢do ¢ feita por meio de uma fungiio £, que chamaremos a fungdo
de Euler.

O dominio da fungdo de Euler € o conjunto R dos nimeros reais. Seu
contra-dominio € o circulo unitdrio do plano, que representaremos por S1.
Assim, a cada mimero real ¢, a fungdo F faz corresponder um ponto E(2)
do circulo S1.

Para definir precisamente o circulo S?, introduzimos no plano um
sistema de coordenadas cartesianas, de modo que tode ponto z do plano
passa a ser representado com um par ordenado z = (z,y), onde z € a
sua abcissa e y sua ordenada. Pelo Teorema de Pitagoras, a distdncia do
ponto z = (z,y) ao ponto w = (u,v) €

d(z,w) = v/(z — u)? + (y — v)2.
Em particular, a distdncia de z = (x,y) a origem O = (0,0) ¢ igual a

Figura 2,

O cfrcudo unitdrio 81 €, por definig¢do, o conjunto dos pontos do plano
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cuja distancia a origem ¢ igual a 1. Assim, o ponto z = (z,y) pertence a
S* se, e somente se, /22 + 4% = 1 ou, 0 que é 0 mesmo, 2 + 32 = 1.
Portanto, os pontos {1,0), (0,1), (1/2,v/3/2) e (v/2/2,+/2/2) pertencem
a St

Note que o “circulo” S &, na realidade, uma circunferéncia. A este
respeito, vide a se¢do “Conceitos e Controvérsias”.

Agora definiremos a fungéio E:R — S!. Dado o niimero real ¢ > 0,
medimos no circulo S, a partir do ponto U = (1,0), um arco de com-
primento £, sempre percorrendo o circulo no sentido positivo (contrdrio ao
movimento dos ponteiros de um reldgio, ou seja, o sentido que nos leva
de (1,0} a (0,1) pelo caminho mais curto em S'). A extremidade final
deste arco € o ponto que chamaremos de E(t). Se for ¢ < 0, E(t) serd a
extremidade final de um arco de comprimento ¢, medido a partir do ponto
U = (1,0), no sentido negativo de §' (isto é, no sentido do movimento
dos ponteiros de um reidgio).

Observe que, como o comprimento de S € igual a 2m, se tivermos
¢ > 27 on ¢ < —2m, para descrevermos um arco de comprimento | 2 | a
partir do ponto U = (1, 0) teremos de dar mais de uma volta ao longo de
S*. Em particular, se ¢ = 2k, onde k ¢ um inteiro (positivo, negativo
ou nulo), temos FE(2k7) = U. Mais geralmente, para qualquer ¢ € R,
vale E(t + 2kn) = E(t), quando k ¢ um inteiro qualquer.

A fungdo de Euler E:R — S' consiste em envolver a reta R, pen-
sada como um fio inextensivel, sobre o circulo 5 (imaginado como um
carretel) de modo que o ponto 0 € R caia sobre 0 ponto U = (1,0) € S,

Com auxilio da fungdo E:R — S, podemos definir o cosseno e o
scno de um nimero real ¢. Dado ¢ € R, seja E(t) = (x, y). Poremos
cost = z ¢ sent = y.

Portanto, & = cosi ¢ a abcissa e y = sent é a ordenada do ponto
E(t). Todas as propriedades de cost € sent resultam desta definigio.

Quando 0 < ¢ < 7, notamos que cos¢ = cos & € sen? = sen ¢, onde
a € o dngulo que tem o vértice na origem e cujos lados siio o semi-eixo
positivo das abcissas ¢ a semi-reta que sai da origem e passa pelo ponto
E(t). Esta observagio estabelece a conexio entre o cosseno e o seno de
um ndmero, por um lado, € 0 cosseno € 0 seno de um angulo, por outro
lado.

Dado um fingulo a, se¢ descrevermos uma circunferéneia de raio 1
tendo como centro o vértice de ¢ ¢ chamarmos de ¢ o comprimento do arco
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que oS lados de o subtendem nessa circunferéncia, o nimero ¢ chama-se

a medida de o em radianos.

] 1 R
; E
1
.5 _
sent =~ E{t)={cost, sent)
i
]
t 4
o oot [ U=(1,0)
Figura 3.

Assim, um &ngulo reto mede 7 /2 radianos porque seus lados subten-
dem numa circunferéncia de raio 1 um arco igual & quarta parte dessa cir-
cunferéncia. Podemos entio dizer que se 0 < ¢ < 7 entdio cost = cos @,
onde a € um angulo que mede ¢ radianos.

A fungio de Euler E:R — S, possibilitando considerar cost ¢
sen ¢ como fungdes da varidvel real ¢, abriu para a Trigonometria as portas
da Andlise Matemética ¢ de intimeras aplicagdes importantes s Ciéncias
Fisicas.

Uma propriedade fundamental dessas funcbes € que elas sio perio-
dicas, isto €, para todo ¢ € R, temos cos(t + 27) = cos? ¢ sen(t + 27) =
sent. Isto se exprime dizendo que 27 € o periodo das fungdes cost e
sen?. (E claro, pelo que vimos acima, que qualquer outro miltiplo inteiro
de 27 ¢ também um periodo para estas fungdes.)

Mais geralmente, dado qualquer nimero real T, a fungio f(t) =
sen(27t/T} satisfaz & identidade f(2 + T) = f(¢}, logo é uma fungdo
periédica como periodo 7. Portanto, usando as fungdes trigonométricas,

_podemos obter fungdes com qualquer periodo.

Ora, a periodicidade é vma circunstincia presente em quase tudo que
nos cerca, desde o movimento de um planeta em torno do sol, ou de um
elétron ao redor do niicleo, as batidas do nosso coragio. Periodicidade é
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uma idéia muito proxima de oscilagfio (ou vibragdo), outro fato ubiquo,
presente nas cordas de um violino que nos enleva e na corrente alternada
que usamos em nossas casas. As fungfes periddicas sho o instrumento
matematico adequado para descrever todos os fendmenos periédicos.

Dado o evidente interesse que se tem por entender fatos como 0Os
acima citados, ndo ¢ dificil perceber a importancia enorme das fungdes
trigonométricas na Matematica e na Fisica, principalmente depois que o
matemadtico francés Joseph Fourier mostrou (em 1822), no seu consagrado
estudo sobre a transmissdo do calor, que toda fungiio pode, sob hipdteses
bem razodveis, ser obtida como soma de uma série cujos termos s30 Senos
ou cossenos (“série de Fourier”). Isto foi o ponto de partida da chamada
Anilise de Fourier ou, mais geralmente, da Andlise Harmnica, um ramo
central da Matemadtica contemporinea.

4. Sintese

Os comentérios acima visam orientar o professor de Matemdtica do 22 grau
em relacdo & importancia, a posigdo cientifica ¢ &s possiveis aplicagdes
de trés tépicos que constam do seu programa de ensino. Espero que
eles ajudem a responder a perguntas do tipo “para que serve?” e a fazer o
professor sentir-se mais consciente da perspectiva histérica e do significado
atual da matéria que esta transmitindo a seus alunos.

Este pardgrafo final, entretanto, € de natureza diferente, pois € mais
diretamente ligado ao dia-a-dia do professor em suas aulas.

Mostraremos aqui como a fungio de Euler E:R — S, definida na
se¢do 3, estabelece uma conexao entre logaritmos, nimeros complexos e
Trigonometria, efetuando uma sintese entre essas {ré€s disciplinas,

O primeiro passo nessa direcao consiste em interpretar geomietrica-
mente um mimero complexo como um ponto do plano, em analogia com
a imagem de um nimero real como um ponto de uma reta.

Introduzindo coordenadas cartesianas, por meio de dois eixos per-
pendiculares, cada ponto do plano € representado como um par ordenado
z = (z,y) de nimeros reais: sua abcissa z e sua ordenada y. Sendo o
mimero complexo z = z + ty, em ultima andlise, (ou em principio) um
par de niimeros reais, € natural identificar 0 mimero complexo z = z+ 1y
com o ponto 2z = {z,y) do plano cartesiano.

Feito isto, as operagdes de adi¢ao e multiplicagio de nimeros comple-
x0s devem possuir interpretagdes geométricas. Para a adigio, nio ha difi-
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culdade. Dados 2z = z+1y e w = u+1v, a soma 2+w = (z+u)+i(y+v)
¢ o quarto vértice do paralelogramo cujos trés outros vértices sio a origem
0 = 0 + 20 € 0s ponios 2z, w.

Figura 4.
A
¥ r——— —————— 2
Izl I
|
|
l X
o $ -
|
|
|
{
sy ————= z
Figurz 5.

Para interpretar geometricamente a multiplicagdo, vamos esperar um
pouquinho. Antes, associemos a cada nimero complexa 2z = x 4 1y seu
médulo |z| = /22 + 32 e seu conjugado 2 = £ — 1. Geometricamente,
0 nimero real ndo-negativo |z| € a distincia do ponto z & origem, enquanto
Z ¢ o ponto simétrico de z em relagiio ao eixo das abcissas. Observemos
que |z| = |2| e que

|2 —w| = V{z - u)? +(y —v)?

a distincia entre os pontos z = T+ 1y e w = U + 1v.

L1419
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O produto dos nimeros complexos z = z +iye w = u + v é
definido como z - w = {zu — yv) + {zv + yu). A multiplicagio de
niimeros complexos € comutativa, associativa, distributiva em relacio a
adi¢do e o nimero 1 = 1 4z - 0 € seu elemento neutro, isto €, 1 -z = 2
para todo z. (Na segdo 3, foi usada a notagio U = 1+1.0 = (1,0) para
indicar este ndmero. Isto serd feito novamente, quando for conveniente.)
Além disso, todo nimero complexo z = z + 3y # 0 possul o inverso
multiplicativo

1 T .y z

= —1 =
:BQ 4+ yZ $2 + yZ 1212

Z

pois 2 - z~! =1, como se verifica, a partir da defini¢io. Note que 2 # 0
significa que 22 + y? # 0.

O circulo unitdrio St passa a ser visto como o conjunto dos nimeros
complexos de modulo 1. Se z € St ist0 §, [z =1, entdo 271 = 2. Ou
seja, o inverso de um ndmero complexo de madulo 1 coincide com seu
conjugado. Em particular z € 8! implica 271 € §1.

A edigio e a multiplicagio de nimeros complexos se relacionam com
o médulo da seguinte maneira: |z + w| < {z] + |w] e [z - w| = |2} - |w|.

A primeira dessas relagoes resulta de ser o comprimento |z + w| de
um lado de um tridngulo inferior & soma |2| + [w| dos comprimentos dos
outros dois lados. A desigualdade |z + w| < |2 + jw| também pode ser
demonstrada aritmeticamente mas, no momento, estamos mais interessados
em provar que |z - w| = |2| - [w]|.

Sejam z = z+1y e w = u+zv. Como 0s dois membros da igualdade
proposta lz -w| = |2||w| sio ndo-negativos, basta provar que |2z - w|* =
Iz - lwf, ou seja, (zu - yo)? + (zv + yu)? = (2 + ) (u* +v?), 0
que se verifica facilmente quando se efetuam as operagGes indicadas.

Segue-se, em particular, que se |z| = 1 e |w| = 1 entdo |2 w| =
1. Assim, o circulo unitdrio S! € fechado em relagiio As operagdes de
multiplicagiio € de tomar o inverso z™! de um niimero complexo. Isto se
exprime dizendo que S é um grupo multiplicativo.

Outra conseqii€ncia da igualdade |2 - w} = |z|-|w| € que se ¢ = a+1b
tem médulo 1 entdo a distdncia |z — w| entre 2 pontos quaisquer 2, w do
plano € igual & distincia |¢ -z — ¢ - w| entre os pontos ¢+ z ¢ ¢+ w. Basta
notarque [¢c-z—¢-w|=|c-(z—w)|=|e| |z —w|=|z-w|

Em particular, dados quaisquer nimeros reais s,¢, como E(i) =
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cﬁst +tsent tem médulo 1, a distdncia
|E(s) - E(t) - E(}] = |E(s) - E(t) - E(t) - U|

¢ igual a distincia |E(s) — U|. (Lembre-se que U = 1+ ¢+ 0) Assim 0
arco cujas extremidades sio E(s)- E(t), E(t) e o arco cujas extremidades
sio E(s),U subiendem cordas iguais no circulo §'. Logo esSes arcos
#m o mesmo comprimento s. Conseqiientemente, o arco que vai de U a

- E(s) - E{t) tem comprimento s + £, isto €, E(s)} - E(t) = E(s +1).

 —
-~

E{s).E(N)
Eit)

Eisl

Y

s
N

Figum 6.

A identidade E(s +t) = E(s) - E(t), que acabamos de provar, &
o fato majs importante a respeito da fungio de Euler E:R ~ § 1 Se
€SCTEVETmos

E{s +t) = cos(s + ) +i-sen(s + ),
F(8) = coss +1-sens, |
E(t) = cost +1-sent
e efetuarmos a multiplicagio de nimeros complexos indicada no segundo
membro, ¢la se torna
cos(s +t) + 1 -sen(s +t) =(cos s - cost —sens - sen i)+

+1-(coss-sent +sens -cosi).

Igualando as partes reais ¢ imagindrias dos dois membros, obtemos
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as férmulas cldssicas da Trigonometria:

cos(s + 1) = coss-cost —sens -sent,

sen(6 + 1) =coss-sent +sens - cost.

Reciprocamente, se tivéssemos admitido estas férmulas como conhe-
cidas, delas resultaria a identidade E(s + 1) = E(s) - E{t).

Esta identidade mostra que E(#) se comporta como uma poténcia de
expoente ¢, 0 que levou Euler a propor a definig@o

et = E(t),

ou sgja,
et = cost +1-sent
para a poténcia de expoente imagindrio #¢ e, mais geralmente,
g% — Tty
— e . g'.y
=¢® - (cosy + iseny)

para a poténcia de base “e€” com expoente complexo z = x + 1y. Estas
defini¢Bes estdo de pleno acordo com os desenvolvimentos em série de
Taylor das fungdes sen z,cos z¢ e, Elas servem de base para estender a
nogao de logaritmo para 0s niimeros negativos ¢ mesmo para 0s ndmeros
complexos. (Veja o item “Nimeros negativos possuem logaritmo?”, no
capitulo “Conceitos ¢ Controvérsias™.)

A identidade E(s +t) = E(s)- E(t) fornece a interpretagio geomé-
trica para a multiplicagdo de nimeros complexos. Dado z # 0 podemos
escrever 2 = |z| - E(s), onde s é o comprimento do arco de St que
vai desde o ponto U = 1 4 1-0 até a interse¢do de S! com a semi-reta
0z. O numero real s € chamado {um) argumento do nimero complexo
z.. (Outros argumentos de 2z sido s + 2k, k inteiro.) Analogamente, se
w # 0, podemos escrever w = |w| - E(t). Entdo .

2w = 2| w| - B(s) - ()
= |z{- jw| - E{s +1).
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Y

n

Figura 7.

Geomelricamente, esta igualdade significa que 2z - w € obtido de w mul-
tiplicando-se seu médulo por |z| e dando a w wma rotagéo de 8 radianos
em torno da origem. Por exemplo, como 3 = E(7/2), dado qualquer
niimero complexo w, o produto sw € obtido de w por uma rotagﬁo- de 90
graus no sentido positvo. (Como |t} = 1, os médulos de w e de w sdo
iguais.)



particular do Rio de Janeiro. Tendo comecado muito cedo, aposentou-se

ainda em pleno vigor e, nos ditimos anos, vive num sitio em Jacarepagud,
onde cuida da horta, de seus discos e seus livros. Mas, em vez de rocks rurais,
gracas a Deus, ocasionalmente nos brinda com sua agraddvel conversagdo
matemdtica, da qual a peca sobre Malba Tahan é um exemplo. Sua incluséo
nesta coletdnea justifica-se tanto pela divulgacdo de um livro muito interessante
e pelo fino perfil que traca do seu autor, como pela surpresa na concluséio, com
um final contundente.

Quanto a frase final do ensaio, lamento estragar o suspense de Zoroastro.
Ele ¢é uma dessas raras pessoas que tém olhos de cores diferentes: um é verde € o
outro castanho.

Zoroasrra Azambuja Filho foi professor de Matemdtica no Estado e na rede



Malba Tahan e
as Escravas de Olhos Azuis

Na segdo de livros de uma loja de departamentos, deparei-me outro dia,
por acaso, com um exemplar da 272 edigdo de “O Homem que Calculava™
de Malba Tahan. (Editora Record, Rio de Janeiro, 1983.)

Quarenta anos depois de o ter lido pela primeira vez, nio resisti a
tentagdo nostalgica de reviver antigas emogdes. Comprei-o e ¢ reli.

Para os mais jovens leitores da RPM, talvez tenha alguma utilidade
dizer algumas palavras sobre esse autor e sua obra.

Malba Tahan, pseud6nimo do Professor Jiilio César de Mello e Souza,
exerceu uma influéncia singular entre os estudantes da minha geragio.
Para o0s nio-especialistas, em particular para a imprensa, ele foi, enquanto
viveu, 0 maior matemdtico do Brasil. Esse julgamento, que pouco tinha a
ver com a realidade, resultava principalmente do grande nimero de livros
que ele escreveu (quase uma centena!), muitos deles sobre Matemadtica.

Eram livros de divulgacdo, escritos num estilo claro, simples e a-
gradavel, peculiar ao autor. Neles, a énfase maior era dada i Histdria
da Matemidtica e a exposigdes sobre topicos elementares, inclusive da
Matemdtica que fora moderna no principio deste século, com destaque
para aspectos pitorescos, paradoxais, surpreendentes ou COntroversos.

Embora os livros de Malba Tahan tenham sido criticados por trata-
rem seus assuntos de forma superficial, por conterem alguns erros sérios de
concepgdo, por serem, em grande parte, meras compilagdes e coletineas
de citagbes, € forgoso reconhecer que alguns desses livros tiveram grande
aceitagio, o que significa que havia no pals um numeroso piblico, na
maioria jovem, dvido por conhecer melhor a Matemdtica, sua histéria ¢
seus desenvolvimentos. Principalmente pessoas ansiosas por ouvir alguém
falar da Matemadtica sob forma menos drida ¢ antipdtica do que seus tra-
dicionais e severos professores, com seus igualmente dridos compéndios.
Essa necessidade foi suprida, devemos admitir, com bastante sucesso, por
Malba Tahan.

Olhando em retrospecto, podemos hoje achar que esse papel de propa-
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gandista da Matemdtica deveria ter sido ocupado por alguém com melhor
treinamento profissional, isto &, com mais competéncia cientifica. Alguém
como Amoroso Costa, talvez. ‘Mas Amoroso morreu cedo €, mesmo as-
sim, em que pese sua vasta cultura, o pais ainda ndo estava maduro para
um divulgador do seu nivel.

Malba Tahan surgiu na hora certa, com o nivel e o estilo que minha
geragdo queria. Se o analisarmos como matematico, estaremos olhando
para o lado errado. Mas, se mudarmos o enfoque, podemos vé-lo mais
adequadamente, como jornalista, divulgador, antologista e contador de
histdrias. Como contador de histérias, ele tem grandes momentos € “O
Homem que Calculava” € o seu melhor trabalho.

Em suas 27 edigdes, “O Homem que Calculava” muito fez para es-
timular o cultivo da arte de resolver problemas, incutir 0 amor pela Ma-
temdtica e destacar aspectos nobres ¢ estéticos desta Ciéncia.

Eu era menino quando minha irm@ mais velha ganhou um exemplar
desse livio como presente de seu professor. Lembro-me que o devorei
avidamente. E ao relé-lo agora, ndo obstanie os muitos calos que me
deixou o longo exercicio do magistério, ainda senti algumas das mesmas
emogdes de outrora, diante de certos trechos de rara beleza. :

Como toda obra, o livro tem seus pontos altos € culros nem tanto.
Curiosamente, as coisas que mais me agradaram na leitura de hoje foram
aquelas das quais guardava ainda alguma lembranga desde a primeira vez.

“O Homem que Calculava” ¢ a histéria de Beremiz Samir, um ficticio
jovem persa, habil calculista, versado na Matemdtica da época (século 13),
contada por um amigo, admirador ¢ companheiro de viagens, uma espécie
de Dr. Watson mugulmano.

Em certas passagens, a narrativa das proezas matematicas de Beremiz
nos diferentes lugares por onde passava nos faz lembrar o Evangelho se-
gundo Sdo Marcos. O relato, feito por um maometano ortodoxo, € cheio
de respeitosas evocagOes divinas ¢ pontilhado pela linguagem pitoresca
do drabe de novela. Isto € feito com graga e da um colorido especial ao
conto.

Beremiz Samir resolve problemas curiosos, alguns propostos, ou-
tros acontecidos naturalmente em suas andangas. Faz também discursos
eloqiientes sobre o amor a Deus, a grandeza moral ¢ a Matemadtica. E da
aulas de Matematica bastante inspiradas a filha de um cheique, com a qual
vem a casar-se no fim da histéria.
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Para que se tenha uma idéia dos problemas tratados, descrevemos o
primeiro, o segundo ¢ o @ltimo deles.

. No primeiro problema, Beremiz ¢ seu amigo, viajando sobre o mesmo
camelo, chegam a um odsis, onde encontram trés irmfos discutindo aca-
loradamente sobre como dividir uma heranga de 35 camelos. Seu pai
estipulara que a metade dessa heranga caberia ao filho mais velho, um
tergo ao do meio e um nono a0 mais mogo.

Como 35 ndo € divisivel por 2, nem por 3, nem por 9, eles nio
sabiam como efetuar a partilha.

Para espanto ¢ preocupagido do amigo, Beremiz entrega seu camelo
aos 3 irmdos, a fim de facilitar a divisdo. Os 36 camelos sfo repartidos,
ficando o irmao mais velho com 18, o do meio com 12 e o mais mogo
com 4 camelos.

Todos ficaram contentes porque esperavam antes receber 17 e meio,
11 e dois tergos € 3 e oito nonos respectivamente. E o melhor: como 18
+ 12 + 4 = 34, sobraram 2 camelos, a saber, o que fora emprestado e mais
um. Todo mundo saiu ganhando.

Explicacio: Um meio mais um ter¢o mais um nono é igual a 17/18,
logo menor do que 1. Na partilha recomendada pelo velho drabe sobrava
um resto, do que se aproveitaram Beremiz e seu amigo.

O segundo problema € uma pequena delicia. Beremiz e seu amigo,
a caminho de Bagdd, socorrem no deserto um rico cheique, que fora
assaltado, € com ele repartem irmamente sua comida, que se resumia a 8
pdes: 5 de Beremiz e 3 do amigo. :

Chegados ao seu destino, o cheique os recompensa com oito moedas
de ouro: 5 para Beremiz ¢ 3 para o amigo.

Todos entio se surpreendem com o suave protesto de Beremiz, Se-
gundo este, a maneira justa de repartir as 8 moedas seriadar 7aele e 1
apenas ao amigo!

E prova: durante a viagem, cada refei¢fo consistia em dividir um
pdo em 3 partes iguais ¢ cada um dos viajantes comia uma delas. Foram
consumidos ao todo 8 paes, ou seja, 24 tergos, cada viajante comendo 8§
ter¢os. Destes, 15 tergos foram dados por Beremiz, que comeu 8, logo
contribuiu com 7 tergos para a alimentagiio do cheique. Por sua vez, o
amigo contribuiu com 3 pées, isto €, 9 tercos, dos quais consumiu 8, logo
participou apenas com 1 ter¢o para alimentar o cheique. Isto justifica a
observagio de Beremiz.
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No final, porém, o homem que calculava, gencrosamente, ficou com
apenas 4 moedas, dando as 4 restanies ao amigo.

O ultimo problema do livro se refere a 5 escravas de um podcroso
califa. Trés delas tém olhos azuis e nunca falam a verdade. As outras
duas tém olhos negros e s6 dizem a verdade. _

As escravas se apresentaram com os rostos cobertos por véus e Bere-
miz foi desafiado a determinar a cor dos olhos de cada uma, tendo o direito
a fazer trés perguntas, nao mais do que uma pergunta a cada escrava.

Para facilitar as referéncias, chamaremos as 5 escravas de A, B, C, D
e E.

Beremiz comegou perguntando a escrava A: “Qual a cor dos seus
olhos?” Para seu desespero, ela respondeu em chinés, lingna que ele nio
entendia, por isso protestou.

Seu protesto ndo foi aceito, mas ficou decidido que as respostas se-
guintes seriam em drabe.

Em seguida, ele perguntou a B: “Qual foi a resposta que A me
deu?” B responden: “Que seus olhos eram azuis”.

Finalmente, Beremiz perguntou a C: “Quais as cores dos olhos de A
e B?’ A resposta de C foi: “A tem olhos pretos ¢ B tem olhos azuis”.

Neste ponto, 0 homem que calculava concluiu: “A tem olhos pre-
tos, B azuis, C pretos, I) azuis ¢ E azuis”. Acertou e todos ficaram
maravilhados.

Explicagdo para a dedugdo de Beremiz: Em primeiro lugar, se per-
guntarmos a qualquer das cinco escravas qual a cor dos seus olhos, sua
resposta s poderd ser “Negros”, tenha ela olhos azuis ou negros, pois na
primeira hipdtese ela mentird e na segunda dird a verdade.

Logo B mentiu e portanto seus othos sdo azuis. Como C disse que
os olhos de B eram azuis, C falou a verdade, logo seus olhos sdo negros.
Também porque C fala a verdade, os olhos de A sao negros. Como
somente duas escravas t&m olhos negros, segue-se que os olhos de D ¢
E sio azuis.

Certamente Malba Tahan escolheu este caso para o fim do livro
porque desejava encerrd-lo com chave de ouro, tal a beleza do problema.
Podemos, entretanto, fazer wrés observagdes que reduzem bastante o brilho
desse “gran finale™,

1) O método usado por Beremiz ndo permite sempre resolver o pro-

blema. Ele acertou por mero acaso. Com efeito, se os olhos de A
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fossem azuis (admitindo ainda que B tenha olhos azuis ¢ C' negros),

ele sé poderia concluir que, entre D e E, uma teria olhos azuis ¢ a

. outra negros. Mas ndo poderia dizer qual delas,

- Mats precisamente: o raciocinio utilizado por Beremiz permite de-
terminar apenas as cores dos olhos de A, B e €. Por exclusdo, conclui-se
que D e F tém as cores que faltam, mas ndo se pode especificar a cor
de cada uma gnando essas cores forem diferentes.

2) Se Beremiz fosse mais esperto, encontraria um método infalivel para
determinar a cor dos clhos de cada uma das escravas, fazendo apenas
uma tnica pergunta!

Bastava chegar junto a uma das escravas (digamos, 4) e perguntar:
“Qual a cor dos olhos de cada uma de vocés?”

Como ha 3 escravas de olhos azuis ¢ 2 de othos negros, sé haveria
duas respostas possiveis. Se A tivesse olhos negros, sua resposta mencio-
naria duas escravas de olhos negros, tr€s de olhos azuis ¢ seria a resposta
certa. Se A tivesse olhos azuis, sua resposta diria trés escravas de othos
negros € duas de olhos azuis e, neste caso, bastaria inverter sua resposta
para obter a verdade.

3) A solugio de Beremiz e aquela dada em 2) acima fazem uso de uma
informagio aparentemente essencial: quantas escravas de olhos azuis
¢ quantas de olhos negros existem no grupo.

Suponhamos agora que essa informaglo seja omitida. Tém-se n
escravas, cujos olhos podem ser azuis ou negros. AS primeiras mentem
sempre, as ultimas nunca. Pode haver de 0 a n escravas de olhos azuis;
conseqiientemente, o niimero de escravas de olhos negros também niio ¢é
fornecido. Mesmo assim, ainda é possivel determinar a cor dos olhos de
cada uma por meio de uma vinica pergunta!

Basta perguntar 2 escrava A o seguinte: “Se meu amigo lhe indagasse
qual a cor dos olhos de cada uma das n, que lhe responderia vocé?”

A resposta de A para mim consistiria em atribuir a cada escrava uma
cor de olhos. Pois bem, seja qual fosse a cor dos olhos de A, fosse ela
mentirosa ou nio, a cor dos olhos de cada escrava seria exatamente aquela
dada por sua resposta a mim.

Com efeito, apenas por uma questao de método vamos supor que A
comegasse sua resposta pela cor dos seus prdprios olhos. Haveria entdo
duas possibilidades quanto a0 comego da resposta de A.

Primeira: “Ev diria ao seu amigo que meus olhos sdo negros que os
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olhos de B sdo.. etc”. Neste caso, A nio me mente, porque ela s6
poderia dizer ao meu amigo que seus olhos sdo negros. Logo seus olhos
<30 Mesmo Negros e sua resposta contém a verdade.

Segunda: “Eu diria ao seu amigo que meus olhos sao azuis, que 0s de
B sio... etc”. Entio A é mentirosa, pois ela ndo poderia dizer a ninguém
que seus préprios olhos sdo azuis. Portanto A mentiria a0 meu amigo e
me diria o contrdrio, logo me contaria a verdade.

Apesar de ter estragado um pouco da festa de Beremiz com as ¢s-
cravas, espero ter deixado claro que me diverti lendo “O Homem que
Calculava”, tanto agora como da primeira vez. A solugio 2) foi por mim
imaginada naquela época, embora as pessoas que me conhecem ou que
sabem a cor dos meus olhos, duvidem muito desta afirmagéo.



hibridismo do seu nome pade ter sido uma coincidéncig ou ndo, mas a

verdade é que, por algum tempo, Euclides Rosa hesitou entre ser um

escritor como o Jodo Guimardes ou um professor de Matemdtica como o
de Alexandria ou (mais modestamente) como ¢ Roxo. O acaso apressou a
decisdo. Sen primeiro emprego foi como professor de Inglés mas, logo em
Seguida, o professor de Matematica do colégio onde ensinava passou num con-
curse para o Banco do Brasil e largou todas as turmas. Euclides aproveitou a
oportunidade e aié hoje trabalha no mesmo lugar. De vez em quando, porém, tem
uma recatda e, num compromisso inevitdvel, faz-se escritor de Matemdtica.

Sua crénica sobre o Teorema de Pitdgoras €, na realidade, a resenha de um
livro, escrito por um professor americano do comego do século, que teve a
paciéncia de colecionar centenas de demonstracoes do referido teorema mas nio
teve o discernimento para notar que a maioria delas sdo variagdes trivials umas
das outras.

Euclides Rosa soube extrair do livro e nos dar de bandeja os aspectos mais

interessantes e curiosos que ele contém, acrescentar suas proprias observagies e

criticas (ds vezes ironicas, como aquela sobre a formula cosix + senx = 1 ), e

culminar com a bela demonstragdo de Polya. Tudo isto numa prosa capaz de
agradar a Monsieur Jourdain.

O Teorema de Pitdgoras é, de fato, uma proposicio de importdncia crucial
ne Matemdtica e merece todo o destague que a ele se possa dar. Seus afic-
cionados ndo precisam, eniretanto, dar-se ao trabalho de ler o livro do Professor
Loomis nem lamentarem ndo té-lo achado. O essencial estd aqui adiante. A esses
aficcionados, Euclides me pede que proponha a seguinte versao tri-dimensional
do tegrema.: “O quadrado da drea de um poligono plano qualguer, situado no
espaco, € igual & soma dos quadrados das dreas de suas projegdes sobre trés
Planos mutuamente oriogonais” .
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Elisha Scott Loomis, professor de Matematica em Cleveland, Ohio (Esta-
dos Unidos) era realmente um apaixonado pelo Teorema de Pitdgoras. Du-
rante 20 anos, de 1907 a 1927, colecionou demonstracdes desse teorema,
agrupou-as € as organizou num livro, ao qual chamou “The Pythagorean
Proposition”. (A Proposigdo de Pitagoras.) A primeira edig8o, em 1927,
continha 230 demonstragGes. Na segunda edigdo, publicada em 1940, este
namero foi aumentado para 370 demonstra¢tes. Depois do falecimento
do autor, o livro foi reimpresso, em 1968 ¢ 1972, pelo “National Council
of Teachers of Mathematics” daquele pais.

O Professor Loomis classifica as demonstragdes do Teorema de Pi-
tigoras em basicamente dois tipos: provas “algébricas” (baseadas nas
relagdes métricas nos tridngulos retingulos) e provas “geométricas” (basea-
das em comparagOes de areas), Ele se dd ao trabalho de observar que ndo
¢ possivel provar o Teorema de Pitdgoras com argumentos trigonométricos
porque a igualdade fundamental da Trigonometria, cos® z + sen® z = 1,
jd é um caso particular daquele teorema.

Como sabemos, o enunciado do Teorema de Pitdgoras € o seguinte:
“A édrea do quadrado cujo lado € a hipotenusa de um tridngulo retingulo
€ igual & soma das dreas dos quadrados que t€ém como lados cada um dos
catetos”.

Se a,b sdo as medidas dos catetos ¢ ¢ é a medida da hipotenusa, o
enunciado acima equivale a afirmar que a2 + b? = ¢2,

- Documentos histéricos mostram que os egipcios ¢ os babilbnios,
muito antes dos gregos, conheciam casos particulares desse teorema, ex-
pressos em relagbes como

32442 =5

SORGE

O fato de que o tridingulo de lados 3, 4 ¢ 5 € retingulo era (e ainda
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¢) itil aos agrimensores. H4 também um manuscrito chinés, datando de
mais de mil anos antes de Cristo, onde se encontra a seguinte afirmagao:
“Tome 0 quadrado do primeiro lado e o quadrado do segundo ¢ os some;
a raiz quadrada dessa soma € a hipotenusa™. QOutros documentos antigos
mostram que na India, bem antes da era Cristd, sabia-se que os tridngulos
de lados 3, 4, 5 ou 5, 12, 13, ou 12, 35, 37 sédo reténgulos.

0O que parece certo, todavia, € que nenhum desses povos sabia de-
monstrar o teorema. Tudo indica que Pitigoras foi o primeiro a prové-lo.
(Ou alguém da sua Escola o fez, o que dd no mesmo, pois 0 conhecimento
cient{fico naquele grupo era propriedade comum.)

1. A mais bela prova

Qual foi a demonstracio dada por Pitdgoras? Nio se sabe ao certo,
pois ele ndo deixou trabalhos escritos. A maioria dos historiadores acre-
dita que foi uma demonstragdo do tipo “geométrico”, isto €, baseada na
comparacdo de dreas. Nio foi a que se encontra nos “Elementos” de
Euclides, e que € ainda hoje muito encontrada nos livros de Geometria,
pois tal demonstracio parece ter sido concebida pelo préprio Euclides. A
demonstragio de Pitdgoras pode muito bem ter sido a que decorre das
figuras abaixo.

i

Figura 1.

Do quadrado que tem a + b como lado, retiremos 4 tridngulos iguais
ao dado. Se fizermos isto como na figura a esquerda, obteremos um
quadrado de lado ¢. Mas se a mesma operagio for feita como na figura a
direita, restardo dois quadrados, de lados a e b respectivamente. Logo, a
area do quadrado de lado ¢ € a soma das dreas dos quadrados cujos lados
medem a € b.
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Esta €, provavelmente, a mais bela demonstragio do Teorema de
Pitdgoras. Entretanto, no livro de I.oomis ela aparece sem maior destaque,
-como variante de uma das provas dadas, nio sendo sequer contada entre
as 370 nomeradas.

Apresentamos a seguir algumas demonstragdes do Teorema de Pita-
goras, que tém algum interesse especial, por um motivo ou por outro. As
quatro primeiras constam da lista do Professor Loomis.

2. A prova mais curta

E também a mais conhecida. Baseia-se na seguinte conseqiiéncia da
semelhanga de tridngulos retdngulos: “Num +tridngulo retdngulo, cada ca-
teto € a média geométrica entre a hipotenusa € sua projegio sobre ela”.
Assim, se 7 € n sdo respectivamente as projeges dos catetos @ ¢ b sobre

a hipotenusa ¢, temos a2 = me, b% = ne, enquanto m+n = ¢. Somando,
vem a2 + b2 = 2.

Figura 2.

3. A demonstracao do presidente

James Abram Garfield, presidente dos Estados Unidos durante apenas 4
meses (pois foi assassinado em 1881) era também general ¢ também gos-
tava de Matemitica. Ele deu uma prova do Teorema de Pitdgoras baseada
na figura 3.

A drea do trapézio com bases a, b e altura a + b € igual 3 semi-soma
das bases vezes a altura. Por outro lado, a mesma drea é também igual 4
soma das dreas de 3 trifngulos retdngulos. Portanto

a+b ab ab c?

> x(a+b]=?+?+i.
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Simplificando, obtemos a* + 4% = ¢*.

Fipuora 3.

4. A demonstraciao de Leonardo da Vinci

O grande génio criador da Mona Lisa também concebeu uma demonstragio
do Teorema de Pitdgoras, que se baseia na figura 4.
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Figura 4.

Os quadrildteros ABC D, DEFA,GFHI ¢ GEJI sio congruen-
tes. Logo os hexdgonos ABCDEF e GEJIHF t8m a mesma drea.

Dai resulta que a 4rca do quadrado FEJH € a soma das areas dos
quadrados ABGF e CDEG.
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5. A demonstragio de Papus

Na realidade, nfio se trata apenas de uma nova demonstra¢éo mas de
uma generalizacdo bastante interessante do Teorema de Pitdgoras. Em
vez de um tridngulo retdngulo, toma-se um tridngulo arbitrario ABC’; em
vez de quadrados sobre os lados, tomam-se paralelogramos, sendo dois
deles quaisquer, exigindo-se que o terceiro cumpra a condi¢io de €' D ser
paralelo a H A, ¢ com 0 mesmo comprimento.

O teorema de Papus afirma que a drea do paralelogramo BCDE ¢
a soma das dreas de ABFG ¢ AIJC. A demonstragio se baseia na
simples observagio de que dois paralelogramos com bases ¢ alturas de
mesmo comprimento tém a mesma drea.

Figura 5.

Assim, por um lado, AHK B tem a mesma drea que ABFG e
por outro lado, a mesma drea que BM N E. Segue-se que as dreas de
BMNE e ABFG@G sio iguais. Analogamente, sdo iguais as dreas de
CDNM e CAIJ. Portanto, a area de BCDE ¢ a soma das dreas de
ABFGe CAIJ.

O Teorema de Pitdgoras ¢ caso particular do de Papus. Basta tomar
o tridngulo ABC retingulo e trés quadrados em lugar dos trés paralelo-
Zramos.

6. O argumento de Polya

No meu entender, entretanto, a demonstragdo mais inteligente do Teorema
de Pitdgoras nfio estd incluida entre as 370 colecionadas pelo Professor
Loomis. Ela se acha no livro “Induction and Analogy in Mathematics™,
de autoria do matemadtico hingaro George Polya.
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O raciocinio de Polya se baseia na conhecida proposi¢do, segundo a
qual “as dreas de duas figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado
da razio de semelhanga”.

Lembremos que duas figuras F' e F' dizem-se semelhantes quando
a cada ponto A da figura F corresponde um ponto A’ em FY, chamado
o seu homélogo, de tal maneira que se A, B sio pontos quaisquer de
Fe A', B sio seus homblogos em F' entio a razio A'B'/AB é uma
constante k, chamada a razdo de semelhanga de F para F’. Por exemplo,
dois triangulos sdo semelhantes se, € somente se, os angulos de um deles
sd0 congruentes aos dngulos do outro. Por outro lado, dois quadrados
quaisquer, um de lado £ € outro de lado #, s@o semelhantes e a razéio de
semelhanca do primeiro para o segundo é k = £ /€.

Em vez do Teorema de Pitdgoras, Polya procura provar a seguinte
proposi¢ao mais geral (que, diga-se de passagem, j4 se acha nos “Elemen-
tos” de Euclides):

Se F, F' e F* sio figuras semelhantes, construidas respectivamente
sobre a hipotenusa ¢ e sobre os catetos a,b de um tridngulo retangulo
entdo a area de F' ¢ igual & soma das dreas de F' e F".

]
m ]JJJJUW

Figura 6.

O enunciado acima implica que a razio de semelhanga de F’ para
F" ¢ bfa, de F' para F é ¢/a e de F" para F ¢ ¢/b.

Por simplicidade, escrevamos F em vez de “drea de F”, G em vez
de “drea de G, etc. '

Se G, G', G" sdo outras figuras semelhantes construidas sobre a hi-
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polenusa € 0s catetos, respectivamente, em virtude da proposi¢ao acima
enunciada, teremos:

. G 6 F'
| el i I
logo o o
JI
De modo andlogo teremos o @
Fr F

Portanto G/ F = G'/F* = G"{F" = a, digamos. Escrevendo de outro
modo: G=a-F,G'=a-Fle G'"=a-F".

Que significam estas 3 Gltimas igualdades? Elas querem dizer que,
se conseguirmos achar 3 figuras semelhantes especiais F, ' e F", cons-
truidas sobre a hipotenusa e os catetos do nosso tridngulo, de tal maneira
que se tenha F = F! + F" entio teremos também G = G’ + G” sejam
quais forem as figuras semelhantes G, G’ e G* construidas do mesmo
modo. Com efeito, teremos G =a- F,G' = a-F' e G" = a- F", logo
G1G'=a-F+a-F'=aF +F)Y=a - F=G.

Agora ¢ s6 procurar as figuras especiais. Mas elas estdo facilmente
a0 nosso alcance. Dado o tridngulo retingulo ABC, tracemos a altura
C D, baixada do vértice do ingulo reto C sobre a hipotenusa AB.

Figura 7.

A figura F serd o préprio tridngulo ABC. Para F' escolheremos
ADC e faremos F" = BCD. Evidentemente, F, F' ¢ F" sio figuras
semelhantes. Mais evidentemente ainda, temos F' = F' + F*.

dos postulados fundamentais da Geometria Euclidiana. Tragar a reta que

Por dois pontos distinios passa uma, e somente uma, linha reta. Este é um
une dpis pontos é uma das duas operagbes bdsicas do Desenho

-Geométrico. (A outra € tragar o circulo com raio dado e centro num ponto dado.)

Em problemas geométricos, uma reta é considerada como inteiramente deter-
minada, desde que se conhecam dois de seus pontos.

Na prdtica, a situagdo pode ser diferente. Num plano (para simplificar), su-
ponhamos dados dois pontos A e B. Como tragar a reta que 0s une se o inico
instrumento ao nosso dispor é uma régua cujo comprimento é menor do que a
distdncia do ponto A ao ponto B?

Isto ilustra um aspecto da diferenga entre Matemdtica Pura ¢ Matemdtica
Aplicada.

No problema considerado a seguir, hid uma montanha entre os pontos A e B,
o que impede aié mesmo fazer mira de um ponto ao outro, ou esticar um fio,

Mesmo assim, o problema foi resolvido. Com auxilio da Geometria
Euclidiana, naturalmente. Depois de ler a narrativa, teremos aprendido como,
usande uma régua pequenina, tracar uma reta ligando dois ponios mudio afas-
tados.



Como Abrir um Tuanel,
se Vocé Sabe Geometria

A ilha de Samos, que ainda pertence a Grécia, fica a menos de 2 quilome-
tros da costa da Turquia. Ha 2 500 anos, toda aquela regiao era pa}bha_da
por gregos. Samos passou i Historia por ser a terra natal de Pitagoras,
mas nio € dele que vamos falar.

O herdi do nosso episédio nem a0 menos era matemético. Seu nome
era Eupalinos e, nos dias atuais, seria chamado de engenheiro. Ele serd
focalizado aqui por ter sabido usar, com bastante sucesso, um fato ele-
mentar de Geometria Plana para resolver um problema de Engenharia e
assim contribuir para o bem-estar de uma comunidade. '

O exemplo de Eupalinos merece ser conhecido por dois motivos:
fornece um t6pico interessante para ilustrar nossas aulas ¢ mosira como
o conhecimento matematico, mesmo quando de natureza tedrica, pode ter
influéncia decisiva no progresso tecnologico. _

O teorema de Geometria usado por Eupalinos foi o seguinte: Se dois
tridngulos retdngulos tém catetos proporcionais, seus dngulos agudos sdo
iguais.

Na figura a seguir, se b/¢ = b /¢ entdo Lab = La'¥ e Lac = La'c.

Figara 1.

Como se sabe, este é um caso particular de semelhanga de tridngulos.
(Os tridngulos dados 1m um Angulo (reto) igual, compreendido entre lados
proporcionais.)
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Para sermos exatos, Eupalinos ndo usou precisamente o teorema
acima e sim uma sua conseqii€ncia imediata, que enunciaremos agora:

Sejam abc a'b' ¢’ tridngulos retdngulos com wm vértice comum. Se
os catetos b e ¢ sdo perpendiculares e, além disso, tem-se bfe < ¥ [c'
entdo as hipotenusas a e o' estdo em linha reta.

Figura 2.

A afirmagfo acima decorre imediatamente da anterior pois a soma dos

" dngulos em tormno do vértice comum aos dois triingulos € igual a dois

angulos retos.

Retomemos nossa histéria. Ela se passa em Samos, ano 530 a.C. O
poderoso tirano Policrates se preocupava com o abastecimento de dgua
da cidade. Havia fontes abundantes na ilha, mas ficavam do outro lado
do monte Castro; o acesso a elas era muito dificil para os habitantes da
cidade.

Decidiu-se abrir um tinel.

A melhor entrada e a mais conveniente safda do tinel foram escolhi-
das pelos assessores de Policrates. Eram dois pontos, que chamaremos de
A e B respectivamente.

Cavar a montanha nfo seria drduo, pois a rocha era calcérea e nio
faltavam operdrios experientes. O problema era achar um modo de sair
do ponto A e, cavando, chegar ao ponto B sem se perder no caminho.

Eupalinos, encarregado de estudar a questio, surpreendeu a todos
com uma solugdo simples e pratica.

Além disso, anunciou que reduziria o tempo de trabalho 3 metade
propondo que se iniciasse a obra em duas frentes, comecgando a cavar
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simultaneamente nos pontos A e B, encontrando-se as duas turmas no
meio do tunel!

Disse e fez. O tinel, construido hd 25 séculos, € mencionado pelo
historiador grego Herodoto.

Em 1882, arquedlogos alemées, escavando na itha de Samos, o en-
contraram. Ele tem um quildmetro de extensfo, sua segio transversal €
um quadrado com 2 metros de lado, com uma vala funda para os canos
d’dgua e aberturas no teto para renovagdo do ar ¢ limpeza de deiriios.

Mas como Eupalinos conseguiv, partindo simultaneamente de A
B, tragar uma reta ligando esses pontos, através da montanha?

Na figura a seguir, o contorno curvilineo representa 0 monte, Aéo
ponto de entrada e B € a saida do tinel.

Figura 3.

A partir do ponto B fixa-se uma dire¢do arbirdria BC' e, cami-
nhando ao longo de uma poligonal BCDEFGH A, na qual cada lado
forma um 4ngulo reto com o seguinte, atinge-se o ponto A, tendo evitado
assim as dreas mais escarpadas da montanha. (Nao € dificil imaginar um
instrumento dtico rudimentar que permita dar com precisao esses giros de
90 graus.)

Anotando-se o comprimento de cada um dos lados da poligonal,
determinam-se facilmente os comprimentos dos catectos AK e KB do
tridngulo retangulo AK B no qual AB ¢ a hipotenusa ¢ os catetos tém
as diregGes dos lados da poligonal considerada.

Calcula-se entéio a razdo r = AK/KB. A partir dos pontos A ¢
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B, constréem-se dois pequenos tridngulos retangulos cujos catetos ainda
tenham as diregdes dos lados da poligonal e, além disso, em cada um
desses tridngulos, a razio entre os catetos seja igual & razdo » entre os
catetos do tridngulo AKB:

Figura 4.

Agora € 50 cavar o morro, a partir dos pontos A ¢ B, na diregdo das
hipotenusas dos tridngulos pequenos.

Isto resolve o problema se os pontos A ¢ B estiverem no mesmo
nivel: cava-se sempre na horizontal e o plano horizontal € ficil de deter-
minar, por meio de vasos comunicantes Ou por QUtros Processos.

Em geral, A e B nio estio no mesmo nivel. No caso em questdo,
¢ obviamente desejavel que B seja mais baixo e sem divida levou-se
isto em conta na sua escolha como ponto de saida. Mas ¢ ficil calcular
d = diferenga de nivel entre A ¢ B. Basta ir registrando, 2 medida que
se percorre a poligonal BCDEFGH A, a diferenga de nivel entre cada
vértice ¢ © seguinte.

Tendo d, consideramos o trigngulo retdngulo AM B, no qual o cateto
AM ¢ vertical e tem comprimento d. O comprimento da hipotenusa AB
se determina pelo teorema de Pitigoras (a partir dos catetos do tridngulo
AKD).

A razio AM/AB = s diz como se deve controlar a inclinagdo da
escavagio: cada vez que andarmos uma unidade de comprimento ao longo’
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do tinel, 0 nivel deve baixar s unidades.

d= diferengda de nivel entre os pontos Pe Q

Figura 5.

Figura 6,

O mais notdvel desse raciocinio tedrico € que ele foi posto em pritica
e funcionou. O tiinel sob o monte Castro 14 estd, para quem quiser ver,
na majestade dos seus dois mil ¢ quinhentos anos de idade.

Honestamente, devemos esclarecer que as duas extremidades das
escavaghes ndo se enconfraram exatamente no mesmo ponto. Isto seria
esperar demais da precisao dos instrumentos ento existentes.

Houve um erro de uns 9 metros na horizontal e 3 metros na verti-
cal. Desvio insignificante, convenhamos. Além disso, esse erro tem dois
aspectos interessantes.

Em primeiro lugar, constitui uma prova de que o tiinel foi realmente
cavado em duas frentes.

Em segundo Iugar, a ponta que comegou em B chegou mais baixa do
que a que comegou em A, 0 que permitiu formar uma pequena cachoeira,
sem interromper o fluxo de dgua de A para B.
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Isto nos deixa quase certos de que esse erro na vertical estd ligado ao
cuidado dos construtores em ndo deixar as pontas se enconfrarem com a
saida mais alta do que a entrada, o que causaria um problema desagradivel.

Para encerrar, uma pergunta: como sabemos destas coisas? Eupalinos
ndo deixou obras escritas. Mas Heron de Alexandria publicou muitos
livros, alguns deles ainda hoje existentes. Um desses livros € sobre um
instrumento de agrimensura chamado dioptra. Nele, Heron descreve o
Processo que expusemos acima.

Em seu todo, os livros escritos por Heron formam uma enciclopédia
de métodos ¢ técnicas de Matematica Aplicada, sintetizando o conheci-
mento da época.

Outros livros, talvez menos completos, certamente foram publicados

~ antes com propdsitos semelhantes e nio se pode deixar de supor que a

construcio de Eupalinos tenha figurado entre essas técnicas.
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primeiro lugar que todos os conceitos mencionados rno enunciado tenham
' sido previamente definidos (ou facam parte de uma relagdo explicita de
elementos primitivos, aceitos sem definicdo) e, em segundo lugar, que sejam
declaradas explicitamente as hipéteses ou condigdes que tais conceitos devem
cumprir. '

Por exemplo, no Teorema de Pitdgoras os conceitos sGo drea, quadrado e

| tridngulo. A hipdtese é que o tridngulo dado é retdngulo,

Seria inconcebivel pretender provar que a*=b%+c* sem definir antes ¢

que é um tridngulo e (pior ainda) sem supor explicitamente que os lados b e ¢
sdo perpendiculares. Mesmo porque a igualdade acima seria falsa sem esta
hipétese.

As afirmagies acima feitas sdo obvias e elementares.

No entanto, um dos teoremas mais conhecidos da Matemdtica foi
demonstrado, por dois dos mais notdveis matemdticos que j& existiram, sem que
renhum dos cuidados acima fosse observado. Ndo é de admirar que existam con-
tra-exemplos para esse teorema.

Como assim? Contra-exemplos para um tecrema?

No artigo seguinte é contada a histéria desde o principio, a partir do ponto
em que Euler estabelece a relagdo V — A + F=2 para qualquer poliedro, sem
dizer 0 que significa esta palavra. Ndo se trata de justificar os argumentos de
Euler, 0 que ninguém jamais conseguiv. A missdo € aproveitar a elegante
demonstragdo de Cauchy, definindo precisamente o conceito de paliedro e tor-
nando explicitas todas as hipdteses necessdrias para que tal demonstragdo seja
valida.

Ao final, uma surpresa: as condigdcs que se precisam impor go poliedro
para que os argumentos de Cauchy Ssejam corretos constitiem uma
caracterizacdo topoldgica da esfera em termos combinatérios. Noutras palavras,
um poliedro satisfaz tais condicdes se, e somente se, é homeomorfo a uma esfera.

Esse artigo foi publicado inicialmente no “Noticidrio da Sociedade
Brasileira de Matemdtica”, ano XII, n® 2, outubro de 1982 e depois, sob a
Presente forma, na revista “Matemdtica Universitdria” n? 2.

Todo mundo sabe que, para poder demonstrar um teorema, é, necessdrio em
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1. Introducao

Este ensaio foi motivado pela leitura de Lakatos 1976, onde o Teorema
de Euler € usado como tema de fundo, sobre o gual o autor expde suas
idéias a respeito das provas matematicas. O ponto de partida daquele livro
¢ a demonstragio dada por Cauchy para o referido teorema. Embora o
trabalho de Lakatos goze de merecida reputagdo como obra de Filosofia
Matemdtica e contenha uma cronica minuciosa sobre a trajetéria histérica
do Teorema de Euler, ele de certo modo frustra a curiosidade do leitor
a0 deixar inacabada a andlise critica da demonstragio de Cauchy. Essa
andlise € completada aqui. O titulo deste artigo bem podenia ser “Dada
uma demonstragio, achar o teorema que ela prova”.

Nosso interesse por ¢ste assunto foi também estimulado pelo fato de
que no colégio estudamos o Teorema de Euler (com a demonstragio de
Cauchy) e depois a vimos reproduzida por autores conceituados, como
Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins numa forma aparentemente com-
pativel com o nivel do curso secundério. O presente estudo torna explicitas
as condigbes que precisam ser admitdas a fim de que a demonstraggo de
Cauchy seja vilida e mostra que a hipétese feita por Hilbert-Cohn Vos-
sen ¢ Courant-Robbins (de que o poliedro € homeomorfo a uma esfera)
86 permite a utilizagio da prova de Cauchy mediante recursos € técnicas
avancadas, naoc mencionadas por aqueles autores. !

No caso particular de poliedros convexos, hi demonstragdes elemen-

tares e corretas do Teorema de Euler. A primeira, e mais elegante delas, foi.

obtida por A.M. Legendre (veja Legendre [1846]) com base na férmula
de Girard para a soma dos dngulos intemos de um tridngulo esférico.
(Veja também E. Lima [1984].) Ainda no caso de poliedros convexos, a
demonstragio de Legendre pode ser adaptada de modo a evitar a Geome-
tria Esférica, tornando-se mais elementar. (Cfr. Z. Azambuja [1983].)
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2. Resumo histérico

O Teorema de Euler, descoberto em 1758, diz que se um poliedro tem V'
vértices, A arestas e F facesentio V — 4 + F = 2.
H4 um manuscrito de Descartes, produzido por volta de 1639 e en-

_contrado por Leibniz em 1675, que contém resultados a partir dos quais

se poderia obter a férmula acima como consegiiéncia imediata. Mas Des-

- cartes ndo parece ter notado isso. O navio que trouxe para a Franga os

pertences de Descartes, depois de sua morte em Estocolmo, naufragou no
rio Sena. O baii que continha 0 manuscrito flutuou e foi encontrado no dia
seguinte. A cépia feita por Leibniz também se perdeu, sendo reencontrada
em 1860. Para um estudo detalhado do manuscrito de Descartes, veja P.
Federico [1982).

A demonstragio mais divulgada desse teorema no caso de poliedros
homeomorfos a esfera ¢ basicamente devida a Cauchy [1813]. Ela pode
ser encontrada, por exemplo, em Courant-Robbins [1951] e Hilbert-Cohn
Vossen [1956].

O Teorema de Euler tem sido ensinado, hd décadas, em cursos de
Geometria nas escolas secunddrias. Ele tem as caracteristicas usuais que
tornam um teorema atraente e popular: generalidade de validez, simpli-
cidade de enunciado, demonstragio elegante ¢ inteligivel. Além disso,
€ fécil ilustri-lo com belos desenhos de poliedros, nos quais se constata

- visualmente que V - A+ F = 2.

. TETRAEDRD CUBD DODECAEDRO

V-A+F=4-6+4:=2 V-A+F=B-12+6=2 V-A+F=20-30t12=2

Figura 1.

No entanto, o Teorema de Euler ndo € vilido com toda a generalidade
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do enunciado que demos (o mesmo de Euler, que o suponha verdadeiro
para todos os poliedros). Muito provavelmente Euler (0 qual nunca se
deu ao trabalho de definir precisamente “poliedro”) néo considerava como
poliedros os s6lidos, como o da figura 2, para 0s quais seu teorema €
falso. - :

 Ha muito tempo se conhecem exemplos de poliedros para os quais
V — A+ F # 2. A figura 2, a seguir, exibe um poliedro no qual se tem
V-A+F=16-32+16=0.

Figura 2.

Virias geracOes de gedmetras depois de Euler se preocuparam com
o problema de estabelecer a relagio V — A+ F = 2 como um verdadeiro
teorema, livre dos contra-exemplos embaragosos.

~ Uma saida 6bvia consiste em restringir a classe dos poliedros aos

quais ele se aplica. Alguns autores se limitam a poliedros convexos, isto
&, poliedros situados do mesmo lado de qualquer plano que conienha uma
de suas faces. Os poliedros da figura 1 sdo convexos, mas o da figura 2
nao €.

E verdade que todo poliedro convexo satisfaz a relagdo de Euler mas
é ficil achar exemplos de poliedros ndo convexos para 0s quais ela ainda
vale. A figura 3 abaixo mostra um desses exemplos: um prisma no qual
a base foi substituida pelas faces superiores de uma pirdmide.

A controvérsia em torno do Teorema de Euler perdurou durante mais
de um século. Sua histéria estd contida nas notas de rodapé do livro
de Lakatos [1976]. A solugiio definitiva do problema deve-se & Poincare
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[1893], primeiro matemdtico a compreender que o Teorema de Euler é
um teorema de Topologia, e ndo de Geometria, ao notar que o niimero
V — A + F é um invariante topolégico do poliedro P.

Figura 3.

Que significa esta 1iltima afirmagio?

Para explicar, precisamos dar uma definigdo. Dizemos que duas fi-
guras P e @) sio homeomorfas quando existe uma transformagio continua
f:P — @ cuja inversa f~1:@Q — P também ¢ continua. (Neste caso,
f chama-se um homeomorfismo de P sobre @.) Por exemplo, se ima-
ginarmos cada poliedro feito de borracha e os inflarmos, injetando ar, os
poliedros das figuras 1 e 3 seriio transformados em esferas € o da figura
2 se tornard um toro (cimara de ar de um pneu). Assim, os poliedros das
figuras 1 e 3 sio homeomorfos a esferas e o da figura 2 € homeomorfo a
um toro.

Poincaré mostrou que se o poliedro P, com V vértices, A arestas e
F faces, € homeomorfo ao poliedro P, com V' vértices, A’ arestas e F’
faces entio V, A, F' podem ser (e em geral sio) diferentes de V', A', F/
respectivamente, mas V — A+ F = V' - A+ K,

E costume hoje em dia escrever x(P) =V — A + F e chamar este
mimero a caracteristica de Euler-Poincaré do poliedro P. A afirmagio de
que poliedros homeomorfos 1€m a mesma caracteristica de Euler-Poincaré
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se exprime dizendo que x(P) é um invariante topolégico do poliedro P.

Fignra 4. Uma bola de futebol é homeomorfa a um poliedro. Nesta subdivisie,
embora curvilinea, aindasetem V — A+ F =60 — 90 + 32 = 2.

Sabemos que x(P) = 2 quando P ¢ um tetraedro. Logo, todo po-
liedro homeomorfo ao tetraedro (ou seja, a uma esfera) tem caracteristica
de Euler-Poincaré igual a 2. Em particular, isto ocorre com todo poliedro
convexo P pois projetando-o a partir de um ponto interior, sobre uma
esfera & que contenha P, obtemos um homeomorfismo f: P — 8, como
mostra a figura 5, a seguir.

Outro exemplo: como o poliedro da figura 2 tem caracteristica zero,
segue-se que todo poliedro homeomorfo a um toro cumpre V — A+ F = 0.

Para todo nimero inteiro n positivo, negativo ou zero, existe um
poliedro cuja caracteristica de Euler-Poincaré € n.

A figura 6 mostra poliedros com caracteristicas de Euler-Poincaré
iguais a 1,3 e —2 respectivamente.

Figora 5.
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I

]

xX=1 A=z3 X=-2
Figora 6.

Observagoes: 1. Euler resolveu brilhantemente o problema das pontes
de Konigsberg (vide Newman [1956], vol. 1, pag. 573) porque perceben
que era uma questio de Topologia, mas ndo foi ele, e sim Poincaré, o
primeiro a observar o mesmo para a relagio de Euler V — A+ F = 2.

2. A solugiio dada por Poincaré baseia-se em sua Teoria da Homolo-
gia. A rigor, ela s6 foi completada mesmo por Alexander [1915] com
sua demonstragdo da invariancia topoldgica dos grupos de homologia de
um poliedro. (Poincaré admitia este fato mas nunca se preocupou em
demonstra-lo.)

3. Na verdade, niio é necessdrio que os poliedros P, @ sejam homeomor-
fos para que valha x(P) = x(@). Basta que eles tenham o mesmo “tipo
de homotopia”, que constitui uma exigéncia bem menor. (Veja Pontriagin
[1952], pags. 32 e 84.)

4. Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins (loc. cit) enunciam a Teorema
de Euler para poliedros homeomorfos a esfera. Ambos usam a mesma
demonstragiio, essencialmente devida a Cauchy. Ela serd apresentada na
secdo seguinte & analisada criticamente logo depois.

5. Assim como a palavra “poligono” em Geometria Plana pode significar
tanto o contorno como a regido por ele limitada, também “poliedro™ as
vezes significa um corpo sdlido e s vezes sua casca. No que tange
a0 Teorema de Euler, o sélido € irrelevante ¢ poliedro € um ente bi-
dimensional, formado por vértices, arestas e faces. '
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3. A demonstracao de Cauchy

Ela serd dividida em etapas, para facilitar a andlise que faremos na segio
seguinte,

1% Etapa. Retira-se uma face do poliedro. Isto nfo altera os nimeros
V, A mas F diminui de uma unidade. Basta entido provar que o poliedro
modificado cumpre a condicio V — A+ F = 1.

2% Etapa. Diz-se que uma aresta do poliedro € livre quando € ladoe de
apenas uma face. O poliedro modificado possui arestas livres, a saber:
os lados da face retirada. Esticando-se o poliedro a partir das arestas
livres, pode-se achatd-lo de modo que ele se transforme numa figura plana.
Durante este processo, os nimeros V, A ¢ F mantém-se constantes. Se,
em particular, o poliedro era convexo, este achatamento pode ser feito
de modo bastante simples, projetando-se o poliedro modificado sobre um
plano, a partir de um ponto situado tio préximo da face omitida que
nenhuma semi-reta que parta desse centro de projegdo contenha mais de
um ponto do poliedro. Imaginando a origem dessas semi-retas como um
foco luminoso, o modelo achatado do poliedro € sua sombra sobre o plano
da projegio. (Figura 7.)

AN
YA
Id Vo
VAR S

Figura 7.

A figura 8 mostra o resultado da aplicagdo das etapas 1 e 2 aos
poliedros da figura 1.

32 Etapa. Tragando diagonais que ndo se cortam, decompde-se cada
face em tridngulos. Cada vez que se traga uma diagonal que ndo interseta
as outras, 0 mimero V ndo muda, enquanto A ¢ F aumentam de uyma
unidade, logo V — A + F nio se altera. Podemos entio supor que todas
as faces do poliedro s@o tridngulos. A figura 9 mostra como fica o cubo
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depois de executadas as etapas 1, 2 e 3.

TETRAEDRO CUBO DODECAEDRO

Figura 8.

Figura 9.

4% Etapa. Comega-se a “despetalar” o poliedro plano (cujas faces agora

sdo tridngulos), retirando-se uma a uma as faces que t€m alguma aresta
livre. Ao retirar cada uma dessas faces, o nimero V — A + F nio se
altera, Com efeito, se o tridngulo retirado tem apenas uma aresta livre,
sua retirada nfio muda V' mas faz com que A ¢ F diminuam ambos de
uma unidade, o que deixa V — A + F constante, Se, porém, o tridngulo
tem duas arestas livres, ao retird-lo estaremos diminuindo um vértice, duas
arestas ¢ uma face, logo V — A + F nao se altera.

3% Etapa. (Conclusio.) Retirando, uma a uma, as faces que ##m alguma
aresta livre chega-se, finalmente, a 1ltima, que € um triangulo, para o qual
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se tem evidentemente V' — A + F' = 1. Isto conclui a demonstragao.

ia) (b}
0 trifingulo refirade tem 0 triGngulo retirado tem
uma aresta livre. dugs arestas livres.
Figura 10.

4. Anilise da demonstracio

Os argumentos da segio anterior devem provar alguma coisa. O problema
¢é saber o que. Certamente trata-se de uma proposigao sobre poliedros.
Entdo, a primeira coisa a fazer para afastar dividas é definir 0 que se
entende por poliedro.

Um poliedro P é a reunido de um ndmero finito de poligonos con-
vexos, chamados as faces de P. Os lados desses poligonos sio chamados
as arestas de P. Qs vértices do poliedro sio os vértices de suas faces.

Exige-se ainda de um poliedro P que suas faces estejam “regular-
mente dispostas”, isto €, que a intersegio F' N G de duas faces distintas
de P seja uma aresta comum, um vértice comum a F e G ou seja vazia.

Todos os exemplos de poliedros apresentados nas segdes anteriores
se enquadram na definigo acima. Os objetos da figura 11, a seguir,
parecem poliedros mas nao cumprem as condig:ﬁes da defini¢dao. No objeto
a esquerda, as faces superior ¢ inferior sio regiGes planas mas nio sio
poligonos, muito menos poligonos convexos. A direita, a intersegio da
face F' (quadrado) com a face G (retingulo) n2o € uma aresta (lado) de
F.

Um subconjunto ¢ de um poliedro P chama-se um subpoliedro de
P quando € reuniio de algumas das faces de P. Evidentemente, @ €
também um poliedro.

Chama-se bordo de um pohedro a reunifio de suas arestas livres.
(Como no §3, uma aresta diz-se livre quando é lado de apenas uma face
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do poliedro.)
Dadas estas definigOes, passaremos a analisar, uma por uma, as su-
cessivas etapas da demonstrag@o tradicional.

£ Ftapa. Para que este argumento valha, é preciso supor

A) que o poliedro P possua pelo menos uma face sem arestas livres.

Figora 11.

2% Etapa. A afirmagio de que, omitindo-se uma face do poliedro, ele
fica homeomorfo a um subconjunto do plano € vdlida quando o poliedro
€ homeomorfo a uma esfera, pois basta retirar um ponto da esfera para
que ela fique homeomorfa ao plano. Mas qual € a vantagem de se reduzir
o argumento a um poliedro planar? E a seguinte: todo poliedro planar
(e por conseguinte qualquer dos seus subpoliedros) possui arestas livres.
[Com efeito, todo subconjunto préprio de R? tem fronteira ndo vazia, e,
se P C R? é um poliedro, a fronteira do conjunto P ¢ a reunifio de suas
arestas livres.] Assim, para que sejam vilidos os argumentos seguintes
basta supor

B) que todo subpoliedro préprio de P tenha arestas livres.

Exemplo. No segundo poliedro da figura 6 (reunifo de dois tetraedros
com uma aresta comum), qualquer dos tetraedros € um subpoliedro préprio
sem arestas livres. Entdo, se aplicarmos a ele o processo de despetalacgio,
teremos que, no meio da operagio, retirar mais uma vez uma face sem
arestas livres, o que alterard y novamente,

3% Etapa. Nio hd criticas a fazer, j4 que nossa definigiio de poliedro
exige que as faces sejam poligonos convexos. Isto permite escolher em
cada uma delas um vértice e tragar diagonais a partir dele.

Observagio: O Teorema de Euler continua vdlido se admitirmos uma
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nogio mais geral de poliedro, no qual as faces néio precisam ser poligonos
convexos: basta que sejam poligonos simples. (Um poligono chama-se
simples quando seu bordo € uma poligonal fechada que pode ser percorrida
inteiramente sem que s¢ passe duas vezes pelo mesmo vértice.) Com
efeito, todo poligono simples, convexo ou nio, pode ser decomposto numa
reunido de tridngulos justapostos, cujos vértices sdo também vértices do
poligono dado. (Se o poligono nio é convexo, sua decomposigio € feita
ainda por meio de diagonais porém nio todas partindo do mesmo vértice.)

4% Etapa. Esta € a parte em que a demonstragio de Cauchy se mostra
mais deficiente. As possibilidades, a respeito do “tridngulo retirado™ nio
sd0 apenas as duas ali consideradas. Na realidade, hd mais quatro (!)
possibilidades que nio foram mencionadas, a saber:

{a) O tridngulo a ser retirado tem duas arestas livres mas nenhum dos
seus vértices € livre. (Isto €, seus 3 vértices pertencem também a
- outras faces que ainda ndo foram retiradas do poliedro.)

“(b) O tridngulo a ser retirado tem as aés arestas livres mas nenhum dos
seus vértices € livre.

(c) O tridngulo a ser retirado tem rés arestas € um vértice livres.

(d) O tridngulo a ser retirado tem trés arestas e dois vértices livres.
Estas possibilidades acham-se ilustradas na figura 12.

) G-\

(g} ib} (c} : (d)

Figura 12.

Consideremos a possibilidade (a), em que o tridngulo a ser omitido
tem 2 arestas e nenhum vértice livre. Em primeiro lugar, devemos deixar
explicito que o Teorema de Euler se refere a poliedros conexos. Diz-se que
um potiedro P € conexo quando nfio € possivel escrevé-lo como reunifo
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P = P, u P, onde P; e P, sio subpoliedros de P com P, N P, = &,
salvo no caso triviai em que P, ou P, € vazio. Isto equivale a afirmar
que dois vértices quaisquer de P podem ser ligados por uma poligonal
formada por arestas de P. Todo poliedro P, conexo ou ndo, se exprime
de modo tnico como uma reunifo finita de subpoliedros conexos maximos
(isto €, que ndo estdo contidos propriamente noutro subpoliedro conexo),
chamados as componentes conexas de P. Para demonstrar 0 Teorema de
Euler, devemos supor

C) que o poliedro P seja conexo.

Entdo, no processo de despetalar o poliedro, enquanto retirarmos
faces como as da figura 10, continuaremos obtendo poliedros conexos.
Afirmamos agora que, ao retirarmos um trifngulo do tipo (a) da figura 12,
se 0 poliedro era conexo deixard de sé-lo e, em geral, s¢ era desconexo,
o niimero de suas componentes conexas aumentard de uma unidade. Para
provar isto, vamos ter que fazer uma hipotese adicional, precedida de uma
defini¢io. Um ciclo num poliedro P € uma linha poligonal fechada, cujos
lados sdo arestas de P. Diz-se que um ciclo v C P € um bordo quando
existe um subpoliedro @ C P tal que -y ¢ o conjunto das arestas livres de
(). Admitamos ento

D)} gue todo ciclo em P seja wn bordo.

Com isto provaremos que, retirando o trifingulo zy 2 cujos lados zz e
y2 so arestas livres mas o vértice 2z ¢ o lado zy ndo sdo livres, obtemos
um novo poliedro, no qual os vértices z e z pertencem a componentes
conexas distintas, isto é, ndo podem ser ligados por uma poligonal cujos
lados sfo arestas, Com efeito, suponhamos (por absurdo) que, retirado
0 tridngulo zyz, houvesse ainda uma poligonal -y (da qual os lados zz
¢ yz nio fazem parte) cujos extremos fossem x e 2. Pela hipdtese D),
~Uzz seria bordo de algum subpoliedro (do poliedro obtido com a retirada
de zyz). Em particular, z2z seria lado de outro tridngulo além de zyz,
contrariando o fato de xz ser aresta livre. Assim, no caso (a) da figura
12, a retirada do tridngulo zyz faz V ficar constante, diminui A de duas
unidades e F' de uma, logo faz V — A + F' aumentar de uma unidade. Em
compensagio, o niimero de componenies conexas também aumenta de uma
unidade, 0 que nos permite continuar despetalande em cada componente,
¢ a demonsirag@o se conclui como antes.

Antes de passar as outras trés possibilidades da figura 12, convém
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corrigir o uso indevido que fizemos da hipdtese D). Com efeito, esta
condi¢do diz respeito ao poliedro inicial P, nada nos garantindo que ela
continue a ser satisfeita por todos os poliedros que sédo obtidos de P me-
diante sucessivas retiradas de faces. Por exemplo, se P for o poliedro da
figura 9, a hipétese D) & verificada, mas a primeira etapa da demonstragio
nos leva a omitir um dos trifingulos internos, o que fornece um novo po-
liedro, no qual tanto o contorno externo como o intemo sio ciclos que
nio constituem © bordo de qualquer subpoliedro. Para evitar esse tipo de
problema, faremos mais uma hipétese, supondo agora

E) gue toda aresta de P seja lado de exatamente duas faces de P.

Agora podemos mostrar, inicialmente, que se P’ se obiém P por
omissio de uma face T entdo a condigio D), que era valida para o poliedro
P, continua vélida para P’. Com efeito, dado um ciclo «y em P’, seja
Q um subpoliedro de P cujo bordo € «. Entdo a hipdtese E) implica
imediatamente que Q' = P — @ & outro subpoliedro de P cujo bordo
ainda € y, sendo QNQ' = vye QUG = P. Assim, dos dois subpoliedros
Q,@’, um apenas contém o tridngulo 7. Seja, por exemplo, T C Q.
Entio ¢’ é um subpoliedro de P’ cujo bordo € <y, 0 que comprova a
hipétese D) em P’. Em seguida observemos que se o poliedro P’ cumpre
a condigdo D) e P” = P' — T, onde T ¢ uma face de P’ com uma ou
duas arestas livres, mas sem vértices livres, como na figura 10 (a) entdo
P" ainda cumpre a condigio D). Com efeito, se v < P* € um ciclo entdo
existe um subpoliedro @ < P, cujo bordo € -y. Mas T niio pode ser face
de Q porque T ¢ @ implicaria que o bordo de Q (isto €, ) conteria
necessariamente as faces livres de T (absurdo, pois ¥ C P’ --T'). Portanto
Q c P”, logo P" cumpre a condi¢do D). Finalmente, se P’ cumpre
a condigio D) e T' é o trifingulo pontilhado da parte (a) da figura 12,
afirmamos que cada componente conexa de P = P’ — T ainda cumpre
D). O raciocinio € andlogo ao do caso anterior. Com efeito, dado um ciclo
~ numa componente conexa C de P¥, existe um subpoliedro @ < P’
cujo bordo é ~. Afirmamos que @ C C. Com efeito, se @ contivesse
faces de mais de uma componente, teria que conter 7' mas entdo o bordo
de @, além de ~y, teria que conter as faces livres de T

Completada a demonstragio do caso (a) da figura 12, tratemos ra-
pidamente dos demais. No caso (b), ao retirar o tridngulo pontilhado,
V — A + F aumenta de duas unidades e, usando novamente a condig@o
D), pode-se mostrar que o nimero de componentes conexas também au-
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menta de duas unidades. O caso (c) € inteiramente andlogo ao (a) e o caso
(d) € dbvio. '

Podemos agora ver exatamente o que ficou provado pela demons-
tragdo de Cauchy. Antes de enunciar o resultado final, convém observar
que a condi¢io E) dispensa a necessidade de supor A) e, além’ disso,
diante de E), a condigiic B) € equivalente a outra, bem mais conhecida em
Topologia, que introduziremos agora.

Diremos que duas faces T, S de um poliedro P sdo encadeadas
quando existe uma seqiiéncia Ty, T5,... , Ty de faces de P tais que Ty =
T,Tn =Se,parai=1,2,... ,n—1, aintersegio T;NT; | ¢ uma aresta
comum a T; e T; ;. Podemos entio exigir do poliedro P a condi¢do

B*) que duas faces quaisquer de P sejam encadeadas.
Evidentemente, B*) implica que o poliedro P € conexo, logo dispensa

- a condi¢do (). Provemos agora que, na presenga de E), as condigdes B)

e B*) sdo equivalentes. -

Em primeiro lugar, suponhamos B). Dada uma face T, seja @ a
reunifio das faces de P que podem ser encadeadas com 7'. Afirmamos
que & = P. Do contririo, em virtude de B), o subpoliedro ¢ teria uma
aresta livre .o, pertencente a uma face S C @, logo S encadedvel com
T. Pela condigdo E), a aresta o pertenceria a outra face §¢ de P. Como
o € livre em @, a face S’ ndo estaria em @, o que € absurdo pois S’ é
evidentemente encadedvel a 7.

Reciprocamente, suponhamos que o poliedro P cumpra B*). Para
mostrar que todo subpoliedro préprio ¢ ¢ P tem alguma aresta livre,
tomemos uma face S em P — @ ¢ uma face T em @. Pela hipdtese

“B*), existe uma cadeia 13,T%,... ,Tpem P,com Ty =T ¢ Ty = S.
" Seja T; a \liima face desta cadeia que pertence a Q). Emtfioz < nea

aresta @ = T; N T, € livie em @ pois se & fosse lado de outra face
em Q além de Ty, essa face (em virtude de E)) teria de ser Ty, o que
¢ absurdo pois T;_, ndo estd contida em Q.

Finalmente descobrimos qual a proposi¢io provada pela demonstra-
¢do de Cauchy. Ela € o seguinte

Teorema. Seja P um poliedro no qual:

12} Toda aresta estd contida exatamente em duas faces;
22} Duas faces quaisquer sdo encadeadas;

32) Todo ciclo é um bordo.
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Entdo P cumpre a relagdo de Euler V — A+ F =2,

Se o poliedro P € homeomorfo a uma esfera, entdo as condigdes
12}, 22) e 32) acima séo satisfeitas. (Vide Seifert-Threlfall 1934, pag.
166.) Mas isto € um resultado profundo de Topoiogia, equivalente &
demonstragio da invaridncia dos grupos de homologia da esfera $2. Nio
s¢ pode, portanto, esperar obter uma demonstragio elementar do Teorema
de Euler com a hipétese de que P ¢ homeomorfo a uma esfera, como
fazem Hilbert-Cohn Vossen e Courant-Robbins.

Jonas de M. Gomes chamou a minha atenglo para o fato de que,
reciprocamente, todo poliedro P que cumpre as trés condi¢des do teo-
rema acima € uma superficie topolégica logo (em virtude do teorema de
classificagio das superficies) a terceira condigdo implica que |P| ¢ ho-
meomorfo a uma esfera.
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ei conhecimento com o Professor Zoroastro Azambuja Filho comegou
gquando ele me trouxe pessoalmente este artigo sobre o Teorema de
Euler, para ser pubiibado na Revista do Professor de Matemdtica.

Ele salientava a necessidade de se divulgar amplamente uma demonstragdo
do Teorema de Euler que fosse ac mesmo tempo correta ¢ acessivel aos profes-
sores ¢ alunos do segundo grait de nossas escolas. Apresentava-me sua versdo,
Sua proposta para uma tal demonstracdo. Nao sabia se era aceitdvel mas insistia
que, nesse case, ouira prova fosse publicada.

Bobagem; sua demonstragido é bastante aceitdvel. De saida achei boa
aquela idéia do sol a pino sobre o poliedro, os pontos iluminados e os sombrios.
Sua exposicdo € elegante e, quanto a mim, (como the declarei) ficaria muito con-
tente se a visse utilizada sempre que aquele teorema fosse estudado.



Demonstraciao do Teorema de Euler
para Poliedros Convexos

Por intermédio de um colega, tomei conhecimento do artigo intitulado
“0 Teorema de Euler sobre poliedros”, escrito pelo Professor Elon La-
ges Lima, publicado no mimero de outubro de 1982 do “Noticidrio da
Sociedade Brasileira de Matemadtica”. _

Sou professor de Matemdtica e ja perdi a conta do nimero de vezes
que demonstrei — ou julguei #-lo feito — em classe o0 Teorema de Euler
para poliedros. Por isso fiquei muito chocado ao saber que a demonstragao
que sempre usei, ¢ que consta de todos os livios-texto que conhego, néo
estd certa.

Na esperanga de aprender uma demonstra¢do correta, li com grande
atengdo o referido artigo. Estou agora convencido de que a argunmentagao
que eu utilizava € insuficiente.

Infelizmente, a maneira sugerida pelo autor do artigo para corrigir o
que chama “a demonstragio de Cauchy” me parece excessivamente ela-
borada e longa para o nivel dos alunos de nossos col€gios.

Por outro lado, num trecho do seu trabalho, o Professor Elon men-
ciona uma demonstragio particular, vélida apenas para poliedros convexos,
e faz refer€ncia a um livro de autores alemies, traduzido para o inglés,
onde se encontra tal prova.

Consegui uma copia xerox daquela demonstragdo e, depois de me-
ditar sobre o assunto, decidi que prestaria um servigo aos meus colegas
divulgando a minha maneira de ver essa prova do Teorema de Euler.

O teorema a demonstrar € o seguinte:

Seja P um poliedro convexo com F faces, A arestas e V vértices.
Tem-se necessariamente F — A+ V =2, :

Para que nio haja ambigiiidade quanto aos termos que empregaremos,
& conveniente relembrar algumas defini¢oes.

Um conjuntoe C, do plano ou do espago, diz-se convexo quando qual-
quer segmento de reta que liga dois pontos de € estd inteiramente contido
em C.
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Um poliedro é uma reunido finita de poligonos convexos, chamados
as faces do poliedro. Os lados desses poligonos chamam-se arestas do
poliedro e os vértices dos poligonos sio também chamados vértices do
poliedro. Exige-se ainda que a intersegdo de duas faces quaisquer do
poliedro seja uma aresta comum a essas faces, ou um vértice comum, ou
seja vazia. '

Diz-se que um poliedro é convexe quando ele limita um sélido con-
vexo no sentido da defini¢io acima. Cada aresta de um poliedro convexo
¢ lado de exatamente duas faces desse poliedro. Aceitaremos este fato
como parte da definigdo, embora saibamos que ele pode ser demonstrado
a partir dela.

Para demonstrar 0 Teorema de Euler, comegamos escolhendo uma
reta r que nio seja paralela a nenhuma das faces do poliedro convexo P.
Tomamos também um plano H, que niio intersecta P ¢ € perpendicular &
reta r.

O plano H serd chamado plano horizontal e as retas paralelas a r
(logo perpendiculares a H) serdo chamadas retas verticais.

H divide o espago em dois semi-espagos, um dos quais contém o
poliedro P. Este serd chamado o semi-espago superior; diremos que seus
pontos estio acima de H.

Para melhor ilustrar nosso raciocinio, imaginaremos o sol brilhando
a pino sobre o semi-espago superior, de modo que seus raios sejam retas
verticais.

A cada ponto z do semi-espago superior corresponde um ponto '
em M, chamado a sombra de z, obtido como intersecdo do plano H com
a reta vertical que passa por .

A sombra de qualquer conjunto X, contido no semi-plano superior
€, por defini¢do, o conjunto X', contido em H, formado pelas sombras
dos pontos de X. .

A interse¢io de uma reta vertical com o conjunto convexo limitado
pelo poliedro P € um subconjunto convexo dessa reta, logo (se ndo for
vazio) € um segmento de reta, cujos extremos pertencem a P, ou é um
tinico ponto de P.

Segue-se que uma reta vertical arbitréria sé pode ter 0, 1 ou 2 pontos
em comum com o poliedro convexo P.

A observacao acima pode ser reformulada do seguinte modo: cada
ponto da sombra P! do poliedro P € sombra de um ou de dois pontos de
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P.

Ora, a sombra P’ do poliedro P é um poligono convexo do plano
horizontal, cujo contorno 4" é a sombra de uma poligonal fechada -,
formada por arestas de P. Cada ponto de 7’ € sombra de um unico ponto
de P (pertencente a 7). :

A poligonal 4 é chamada o contorno aparente do poliedro P. Cada
ponto interior de P* (isto é, ndo pertencente a ') € sombra de 2 pontos
de P.

Dados dois pontos de P que t€m a mesma sombra, 20 mais alto (mais
distante de H) chamaremos ponto iluminado; 0 mais baixo serd chamado
sombrio.

Assim, o poliedro P se decompde em 3 partes disjuntas: 0 conjunto
dos pontos iluminados, o conjunto dos pontos sombrios e o contorno apa-
rente .

Por exemplo, seja P o cubo que tem os quadrados ABCD ¢
A'B'C*' D' como faces opostas. Pendurando-o pelo vértice A (de modo
que A e C' estejam na mesma vertical), as faces AA'B'B,AA'D'D e
ABC D ficario iluminadas e as outras 3 sombrias. O contorno aparente
serd a poligonal A’ B'BC DD’ A’. (Figura 1, a seguir.)

A
D B
0 g
o'
Figura 1.

Seja P, o conjunto dos pontos iluminados de P mais o contorno
aparente ~y. Cada ponto de P’ é a sombra de um dgnico ponto de P;.

Noutras palavras, a regra que associa a cada ponto z de P sua
sombra z’ € uma correspondéncia biunivoca entre Py e P/,

Usaremos a notagio P! para representar o poligono P’ decomposto
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como reunio de poligonos justapostos, que sao sombras das faces contidas
em P, isto é das faces iluminadas.

Evidentemente, poderiamos também considerar o conjunto Ps, for-
mado pelos pontos sombrios de P mais o contorno aparente de ~y, A
regra que associa a cada ponto y de F» sua sombra ¥’ também € uma

correspondéncia biunivoca entre Py e P,

Escreveremos P para indicar a sombra de P, expressa como réunido
das sombras das faces sombrias de P, isto €, contidas em F,.

Completaremos os preparativos para a demonstragdo do Teorema de
Euler observando que se decompusermos cada face de P em tridngulos,

tragando diagonais em cada uma delas, alicraremos os nimeros F, Ae V

individuaimente, mas a expressdo ¥ — A+ V permanecera com o mesmo
valor. Com efeito, cada vez que se traga uma diagonal numa face, os
nimeros F' ¢ A aumentam, cada um, de uma unidade ¢ o mimero V nio
muda. Na expressio F' — A + V, os acréscimos de F e A se cancelam.

Portanto, a fim de demonstrar o Teorema de Euler, ado hd perda de

“generalidade em supor que todas as faces do poliedro P sio tridngulos.

Esta hipdtese serd feita a partir de agora.

Como toda face tem 3 arestas e cada aresta pertence a 2 faces, segue-
se que 3F = 2A. Esta relagio serd usada logo mais.

Montando o cendrio e apresentados os personagens, iniciaremos agora

~a aglo. A idéia da demonstragiio consiste em calcular de duas maneiras

distintas a soma S dos &ngulos internos dos tridgngulos que compdem o
poliedro P.

- Em primeiro lugar, hi ¥' tridingulos ¢ a soma dos angulos internos
de cada um deles € igual a 2 dngulos retos, isto €, a 7 radianos. Portanto
S=x.F.Como F =3F —2F =24 — 2F, podemos escrever

S=2n-A-2n.-F.

Por outro lado, temos S = 51 + 52, onde 5, € a soma dos dngulos
internos dos tridngulos iluminados e S, é a soma dos dngulos internos dos
tridngulos sombrios.

A fim de calcular 5}, partimos da observacio super-evidente (porém
crucial) de que a soma dos angulos internos de um tridngulo T € igual a
soma dos dngulos internos de sua sombra T, Dai resulta que S) € igual
2 soma dos dngulos internos dos triingulos nos quais estd decomposto o
paligono convexo P;, sombra de P,
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Para calcular esta dltima soma, somemos os dngulos vértice a vértice,

em vez de somd-los tridngulo por tridngulo, como acima. '
Sejam V; o nimero de vértices iluminados, V3 o niimero de vértices

sombrios ¢ V, o nimero de vértices do contorno aparente <y. Entio V =

Vo+Vi4+Va .
’ Noltemos ainda que Vg ¢ também o nimero de vértices (e de lados)

da poligonal ', contommo do poligono convexo P N
Em P{ temos V vértices interiores (sombras dos vértces iluminados)

) 1. ;
mais Vj vértices no contorno . . L
A soma dos angulos que t2m como vértice um dado vértice Interior

¢ igual a 27 radianos (4 Angulos retos). . .

A soma de todos os angulos que tém vértice sobre o contorno -y €
igual a w(Vp — 2), de acordo com a expressdo bem conhecida da soma
dos angulos internos de um poligono com Vg lados. Segue-se que

S =2r-Vi+7(Vo—2).
Por um raciocinio inteiramente analogo, obteriamos
Sy =27 - Vo +a(Vo - 2).
Somando estas duas igualdades, vem
S=S5+8=2n(Vo+Vi+Va)—dmr=2r-V — 4.

Comparando com a igualdade S = 27 - A —2x . F, acima obtida, e '

dividindo por 27, resulta que
A-F=V -2

ou seja,

F-A+V =2,

como queriamos demonstrar.

Cauchy para demonstrar o teorema de Euler ¢ conhecida a exposicdo,

Jeita no artigo anterior, do mesmo teorema no caso de poliedros convexos,
a qual pode ser trangiiilamente usada nas turmas de segundo grau, por que mais
uma prova do mesmo resultado? ' :

Bem, ha pelo menos trés justificativas.

Em primeiro lugar, para lembrar a prioridade Je AM. Legendre como o
primeiro a dar uma demonsira¢io correta e compreensivel do teorema em
questdo. Evidentemente, essa prioridade jd estd registrada nos livros de Historia
da Matemdtica e nos tratados especializados sobre a evolugdo da Geometria. O
que se quis aqui foi principalmente por sua bela demonsira¢do ao aicance dos
professores secunddrios de nosso pais, formulando-a de um modo que supomos
acessivel a lodos.

Em segundo lugar, por causa da Geometria Esférica. Ela é tdo bonita e sin-
gela que dé pena ver como foi relegada ao esquecimento. Em particular, para
recordar a bela formula de Girard sobre a soma dos angulos internos de um
tridngulo esférico. Um resultado como este devia ser mais conhecido. Antes de
escrever este trabalho indaguei a dois colegas, destacados gedmetras, onde en-
contrar uma demonstracdo elementar da formula de Girard. Ambos me disseram
(separadamente): E um caso particuiar do Teorema de Gauss-Bonnet, da
Geomeiria Diferencial”. “Isto eu sei”, respondi. “Quero uma prova elementar” .
Um deles me disse: "Estd no livro do Wolfe” . (Introduction 10 Non-Euclidean
Geomerry, por H.E. Wolfe.) Nao estava. Havia um exercicio, sem Sugestdo,
apenas o enunciado. O outro me disse: “Resulta de formulas da Trigonometria
Esférica”. Muito vago. Conclusdo: vale realmente a pena divulgar uma prova
elementar do Teorema de Girard, mesmo uma que jé tenha sido muito conhecida
hd um século e meio, e hoje ndo seja mais. (O conhecimento, mesmo cientifico,
ndo ¢ cumularivo, ndo cresce com o tempo. ) :

Finalmente, a razdo mais forte: lembrar a Geometria de Legendre, induzir
os jovens professores de hoje a procurar nela, ¢ em outros grandes compéndios
de outrora, inspiracdo para moldar seu ensino em bases mais confidveis.

E stabelecidos adequadamente os limites de validez do argumento usado por



Ainda sobre o Teorema de Euler
para Poliedros (Convexos

1. Introdugio

O niimero 3 da RPM traz um artigo do Professor Zoroastro Azambuja Fi-
Iho, com uma demonstragio do teorema de Euler para poliedros convexos.
Lendo-o, ocorreu-me que talvez fosse interessante para oS feitores desta
. Revista conhecer a prova desse teorema dada por AM. Legendre, onde
se apresenta, pela primeira vez, a idéia central do argumento exposto pelo
Prof. Azambuja, baseado na soma dos &ngulos de um poligono. .

A demonstragio de Legendre, embora menos elementar, pois usa a
tormula da soma dos Angulos internos de um tridngulo esférico, € por
isso mais educativa, j4 que algumas nogdes bésicas a respeito da Geo-
metria Esférica constituem um assunto instrutivo ¢ belo, ao alcance dos
professores de Matemitica no 2¢ grau. - )

Adrien Marie Legendre (1752 + 81 = 1833) fol um notavel ma-
temdtico francds. Dentro de uma tradigio que muitos dos seus compatrio-
tas ainda seguem, sua destacada posigio cientifica nfio o impediu de se
interessar pelo ensino elementar, , )

Usna de suas obras mais conhecidas € o livro ** Eléments de Geonzc—
trie”, publicado pela primeira vez em 1794, traduzido em inglés, alemdo,
italiano, romeno ¢ até mesmo portugues.

A biblioteca do IMPA possui um exemplar da 142 edi¢do, impresso
em Paris em 1846, treze anos depois da morte do autor, um exemplar
da “prima edizione Napolitana, fatta sulla dodicesima edi?i?nc Francese”,
publicada em Népoles, 1831, ¢ uma cdpia xerox de uma edlgag portuguesa,
traduzida da 26% edigio francesa, sem data. (Original na Universidade de
‘Brasilia.) _

A Geometria de Legendre, que tanto ajudou no tremamento ma-
temdtico de sucessivas geragbes em varios pafses, € um livro fascinante
pela clareza, simplicidade e originalidade de aprescntagﬁo.. '

Além disso, suas edi¢Ses consecutivas contam a historia das repetidas
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tentativas de seu autor, buscando demonstrar o postulado das paralelas.
Mas esse € outro assunto,

Da Geometria de Legendre, interessa-nos aqui e agora a demonstragio
do Teorema de Euler para poliedros convexos. Foi a primeira demonstra-
¢ao inteligivel desse teorema a ser publicada..

Creio que muitos de nds nos deleitaremos com a elegincia ¢ a beleza
do raciocinio nela contido, o qual passaremos a expor.

2. Demonstragio

Seja P um poliedro convexo, com V' vértices, A arestas e F faces.

Por conveniéncia, suporemos que as faces de P séio tridngulos. (Se
isto nao for verdade, por meio de diagonais decomporemos cada face em
tridngulos, sem alterar o mimero V — A + F. Com efeito, cada vez que
tragamos uma diagonal numa face, o nimero V ndo se altera, enquanto
cada um dos nimeros A e F' aumenta de uma unidade, esses aumentos
se cancelando na expressio V — A+ F)

Consideremos uma esfera E, de raio r, cujo centro O € um ponto
situado no interior do poliedro P. Projetando radialmente o poliedro
P sobre a esfera E, obtemos uma decomposi¢io de E em tridngulos
esféricos, dispostos de modo semelhante a situagio das faces de P. Em
particular, a esfera E fica recoberta por F triingulos esféricos, com um
total de A lados e V' vértices.

Esclare¢gamos que uma figura sobre a esfera ' chama-se um tridngulo

* esférico quando estd contida propriamente em algum hemisfério e é limi-

tada por trés arcos de circulos mdximos, chamados seus /ados. (Todos
menores do que uma semi-circunferéncia.)

Note que a interse¢io N L de uma esfera £ com qualquer plano L
que a encontre, € um circulo {ou um ponto, no caso excepcional em que
o plano L ¢ tangente 2 esfera). Quando o plano L passa pelo centro da
esfera I, a intersecio E N L chama-se um circulo mdximo.

A projecao radial de um segmento de reta AB é um arco de circulo
miximo eb sobre a esfera E (salvo no caso em que A, B e o centro O
da esfera est3o na mesma reta). Com efeito, A, B e O determinam um
Plano, que corta a esfera segundo um circulo maximo do qual ab é um
arco.

Quando dois arcos de circulos mdximos tém uma extremidade co-
mum, o dngulo e formado por esses arcos €, por defini¢do, o angulo entre
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: a

Figura 1. O ponto Z da esfera B é a projegio radial do ponto X do poliedro P

Figurs 3.
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as semi-retas tangentes a €sses arcos.

O gedmetra francés Albert Girard demonstrou (em 1629) que se os
angulos ¢, B, de um tridngulo esférico forem mcdldos em radianos, a
soma a + 8 + ~ € dada pela férmula

_ (]
a+ﬁ+7—w+ﬁ,

onde a € a 4drea do trifingulo e 7 € o raio da esfera.

Esta formula € o fato bdsico no qual se fundamentou Legendre para
demonstrar o Teorema de Euler. Na segfo seguinte provaremos a férmula
de Girard. Agora vamos mostrar como 0 Teorema de Euler resulta dela,
de forma simples ¢ elegante.

Yoltemos a nossa decomposigao da esfera £ em F tridngulos esféri-
cos, com um total de A lados ¢ V' vértices. Para cada um desses tridngulos
t, vale a férmula de Girard

St = T +apfr?,

onde s4 € a soma dos angulos e a; € a drea do tridngulo esférico {.
Temos ao todo ¥ igualdades como esta acima. Somando-as todas
vem:

a
Ss=n- P+l

Ora, > 8 = 2m .V porque a soma dos dngulos em torno de cada
vértice é igual a 2m. Além disso, Y a; = 4mr? = drea da superficie
esférica K. Portanto a igualdade acima se escreve 277 -V =7 - F +
4mr? (2, Simplificando, temos 2V = F + 4, isto é:

W - F=4. | *)

Para obter uma relagio entre F (niimero de trifingulos esféricos) e A
(nimero total de lados desses tridingulos), observamos que todo tridngulo
tem 3 lados, ¢ toda aresta € Iado de 2 triangulos, logo 3F = 24, ou seja:

'F=2A-2F.

Substituindo ¥ por este valor na igualdade (*), vem 2V —-2A+2F =
4, donde
V-A+F=2.

que € a relagio de Euler.
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3. Soma dos angulos internos de um tridngulo esférico

Seja F uma esfera de centro O e raio r, a qual permanecera fixa no
decorrer desta secio.

Um fuso é uma regiio da esfera compreendida entre dois circulos
mdximos. Esses circulos tém dois pontos (diametralmente opostos) em
comum, chamados os vértices do fuso. O angulo do fuso €, por definigzo,
o dngulo o entre os dois circulos maximos que constituem os lados do
fuso.

Um fuso de Gngulo o Um fuso completo

Figura 4,

Um fuso de dngulo @ = # € um hemisfério (cuja drea € 2a72). Um
fuso de fngulo 7 /2 ocupa 1/4 da esfera, de modo que sua drea é 7r?. De
um modo geral, a drea de um fuso € proporcional ao sen dngulo. Assim
sendo, se o angulo do fuso mede ¢ radianos, a drea desse fuso € igual a
2a - 2.

Dado um ponto qualquer z na esfera, seu antipoda '’ €, por definigéo,
o tinico ponto da esfera tal que o segmento de reta zz' contém o centro
0.

Dado um fuso ¢ na esfera, o conjunto formado pelos antipodas dos
pontos de ¢ é ainda um fuso ¢’, chamado o fiso antipoda de . A
reuniio @ = ¢ U ' chama-se um fuso completo.

Teorema Seja ® um fuso completo, cujo dngulo mede a radianos. Qual-
quer planc que passe pelo centro da esfera a decompdoe em dois he-
misférios H e H'. As partes R, R’ do fuso completo ® contidas em

cada um desses hemisférios tém a mesma drea 2a - v2.
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Figura 5. A regiao hachurada é a parte de um fuso completo contida num hemisfério

arbitrério. Sua drea é 2 - r2.

Demonstragdo: Basta provar que R ¢ R’ 18m a mesma drea porque
entdo drea de ® = (drea de R) + (drea de R’) = 2 (drea de R) e dai
rea de B = metade da drca de ® = 2a - r2. Ora, R ¢ R’ sio figuras
antfpodas, isto €, cada ponto de R’ é o antipoda de um ponto de R e
vice-versa. Mais precisamente, R = s Ut € a reunido de dois tridingulos
esféricos com um vértice em comum ¢ R = s' U ¢ ¢ a reunido dos
tridngulos antipodas de ¢ ¢ £. Basta, portanto, provar que um tridngulo
esférico ¢ e seu antipoda #' t€m a mesma drea. Observamos que ¢ e #
t€m 4ngulos iguais e lados congruentes, dois a dois, mas ¢ e ¢’ ndo sdo
tridngulos congruentes: nio € possivel, por um movimento rigido, mover
um deles no espago até sobrepor-se exatamente sobre o outro, 2 menos
que { (e conseqiicntemente $') seja isdsceles. As figuras abaixo mostram
duas tentativas de sobrepor ¢ ¢ ¢'. Numa delas fazem-se coincidir os trés

vértices. Na outra, coincide-se um angulo de ¢ com outro 4dngulo igual de
.

Figura 6.
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Na segunda tentativa, observamos que se ¢ (e portanto ') for isGsceles
entdo ¢ € congruente ao seu antipoda ', logo estes dois trifingulos esféricos
tém a mesma irea. No caso geral, procede-se do seguinte modo. Os pontos
A, B, C, vértices de t, determinam um pequeno circulo ¢ portanto uma
calota esf€rica que contém o tridngulo ¢. Seja P o polo dessa calota. (P é
o ponto de intersecdo da calota com a perpendicular ao plano ABC tirada
pelo centro do circulo.) Os arcos de circulo méximo PA,PBe PC #m
0 mesmo comprimento, logo os trifingulos esféricos PAB, PBC e PAC
sao isosceles. Se o polo P estiver no interior do triangulo £t = ABC,
teremos drea de ¢ = (drea de PAB) + (drea de PBC) + (drea de
PAC). Ora, uma construgiio ahsolutamente andloga pode ser efetuada
com o tridqngulo antipoda ¢ = A'B'CY, decompondo-o como reuniio
justaposta dos tridngulos isdsceles P'A’B', PPB'C' e P' A'C", cada um
deles antipoda do seu correspondente em £. Segue-se que drea de & =
drea de ¢'.

Figura 7, O polo do widngule ABC pode estar dentro ou fora de ABC.

Pode ocorrer, entretanto, que o polo P esteja situado fora do trifingulo
L. Neste caso, drea de ¢ = (drea de PAB) + (drea de PAC) — (drea de
PBC). Uma snuagao andloga ocorre com &' ¢ concluimos como antes
que drea de ¢ = drea de ¢/,

Agora podemos demonstrar o teorema de Girard.
Teorema Se o, B e  sdo os dngulos internos de um tridéngulo esférico,
medidos em radianos, entdo e+ B+7 =7 + a 5 onde a € a drea desse
tridngulo.

Demonstragio Consideremos um hemisfério H que contenha o tridngulo
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“dado. Prolongando, nos dois sentidos, os lados que formam o angulo ¢,

até encontrarem o bordo do hemisfério H, obtemos uma regiio B, C H,
cuja drea mede 2« - 72, de acordo com o teorema anterior.

Figura 8. A parte hachurada € a regido Fey.

Fazendo o mesmo com os dngulos 3 ¢ -, obtemos regides Ry ¢ Ry,

cujas dreas medem respectivamente 24 - 72 ¢ 27 - r2. A reuniiio dessas 3
regides € o hemisfério H, com o triingulo dado contado trés vezes (duas
vezes mais do que devia), Segue-se que a soma das ireas das regides
Roy Rg ¢ Ry € ignal a drea do hemisfério H mais duas vezes a area @

do tridngulo dado, ou seja, 2a-7% 428 - 12 + 2v.r% = 2 . r% 4 2g, pois
a
a drea de H & 2772, Slmphﬁcando, vema+G+y=m" -+~ -, COmo

queriamos demonstrar.

A férmula de Girard mostra que a soma dos angulos internos de um
tridngulo esférico € sempre superior a dois Angulos retos.

A diferen¢a a/r* = a + 8 + ~v— (2 retos) € chamada o “excesso
esférico”. Para um tridngulo de drea muito pequena, o excesso esférico
¢ insignificante. Por outro lado, se tomarmos um tridngulo esférico na
superficie da terra com um lado sobre o equador e um vértice no polo
norte, as outros dois lados serdo arcos de meridianos, logo dois angulos
serdo retos. Se a base for um arco de um quarto do equador, os trés
Angulos desse tridngulo serdo todos retos.

O leitor pode imaginar tridngulos esféricos com e+ 3+ tio proximo
de 6 dngulos retos quanto ele deseje. Basta tomar os ur€s vértices equi-
distantes ¢ bem préximos do equador.

Resulta ainda da férmula de Girard que se s e £ sdo tridngulos situados
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sobre a mesma esfera e os dngulos de s sio iguais aos de ¢ entdo s e ¢
possuem a mesma drea. Na realidade, pode-se provar bem mais: se os
angulos de s sdo iguais aos de ¢ (sempre supondo s e ¢ sobre a mesma
esfera) entdo os lados de s também s3o iguais aos de ¢. Isto € bem
diferente da Geomeiria Plana.

Em particular, ndo hd semelhanga de tridingulos sobre 2 mesma esfera,
salvo quando a razdo de semelbanga € igual a 1. Esta iltima afirmagio
também pode ser constatada se lembrarmos que dois arcos de circulo se-
meihantes subtendem o mesmo angulo central e a razdo entre seus compri-
mentos (igual i razdo de semelhanca) € a mesma razdo entre os raios dos
circulos a que pertencem, portanto arcos de grande circulo sobre a mesma
esfera s6 podem ser semelhantes quando t€m o0 mesmo comprimento.

tamos a seguir se presta a estudo e discussdo em grupo porque, embora
completamente elementar, toca em vdrios pontos de interesse para o en-
sino do primeiro e segundo grau, como por exemplo:

1. O significado dos coeficientes na equagdo da reta.

2. A demonstracdo de que todo poligono simples de n lados pode ser
decomposto em n—=2 tridngulos adjacentes por meio de n-3 diagonais e a
conseqliente formula da soma dos dngulos internos. (Este faio é bem conhecido
no caso em que o poligons é convexo, mas é bastante ignorado no caso geral.)

3. A relagdo entre a Geometria de figuras numa rede e a teoria dos niimeros
primos. (Vide o livro de Honsberg mencionado no texto. Para os mais am-
biciosos, ver Hardy e Wright, “Number Theory™.)

4, A formula de Euler (novamente!) para “poliedros” planos.

E, depois de tudo, aquele fato intrigante: nio ¢ curioso que todo tridngulo
Sfundamental tenha drea igual a 1/27

! formula de Pick é fdcil, bonita ¢ divertida. A demonstragdo que apresen-
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1. Introdugio

Uma rede no planc € um conjunto infinito de pontos dispostos regular-
mente ao longo de retas horizontais ¢ verticais, de modo que a distincia
de cada um deles aos pontos mais préximos na horizontal ou na vertical é
igual a 1. Tomando um sistema de coordenadas cartesianas, com origem
num ponto da rede, um eixo na dire¢do horizontal e outro na vertical, a
rede pode ser descrita como o conjunto de todos os pontos do plano cujas
coordenadas (72, 7) sdo nimeros inteiros (positivos, negativos, ou zero).

O matematico tcheco G. Pick publicou, em 1899, uma férmula sim-
ples e bonita para a area de um poligono cujos vértices sdo pontos de uma
rede.

Formula de Pick. A drea de um poligono cujos vértices sdo pontos de
wma rede é dada pela expressao

B
ry +I-1,
onde B ¢ o niimero de pontos da rede situados scbre o bordo do poligono

e I é o miimero de pontos da rede existentes no interior do poligono.

A figura 1 mostra sete poligonos cujas areas podem facilmente ser
calculadas com a formula de Pick. O oitavo objeto, formado por dois
tridngulos de um vértice em comum, nic pode ser considerado como um
poligono para efeito de utilizacdo desta férmula, que s6 se aplica a um
poligono simples (isto €, cujo bordo € uma poligonal fechada que pode
ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo vértice).

O objetivo deste trabalho € apresentar uma demonstragiic elementar
da férmula de Pick.

Em tudo o que se segue, suporemos fixada, de uma vez por todas,
uma rede no plano.
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Por outro lado, ndo trabalharemos com um sistema de coordenadas
fixo. Em cada caso, tomaremos a origem do sistema no ponto da rede que
nos for mais conveniente.

*Zﬁ.ﬁf'ﬁﬁ’.

/g

A

Figura L

2. Tridngulos e paralelogramos fundamentais

Um tridngulo chama-se fundamental quando tem os trés vértices e mais
nenhum outro ponto (do bordo ou do interior) sobre a rede. Dois dos trés
triangulos na Figura 1 sfo fundamentais.

Analogamente, um paralelogramo diz-se fundamental quando os qua-
tro vértices s3o os inicos dos seus pontos que pertencem a rede. Os dois
paralelogramos da Figura 1 sdo fundamentais.

Evidentemente, qualquer das duas diagonais de um paralelogramo
fundamental o decompGe em dois trifingulos fundamentais com uma base
comum,

Reciprocamente, partindo de um tridngulo fundamental ABC), pode-
mos obter um paralelogramo ABC D tragando pelo ponto C' uma paralela
ao lado AB e pelo ponto B uma paralela ao lado AC, as quais se en-
contram no ponto D). '

Vale entdo o

Teorema 1. Se ABC ¢ um tridngulo fundamental entdo ABCI) é um
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paralelogramo fundamenal.

Demonstragdo:  Tendo como origem o ponto A(0,0), consideremos
ur: sistema de coordenadas cartesianas no plano, em relagio ao qual os
pontos de uma rede t8m coordenadas inteiras. Sejam B(m,n) e C(s,1)
as coordenadas dos outros dois vértices do triingulo ABC. Entio o
quarto vértice do paralelogramo terd coordenadas D(m + s,n + 1).

]
Dim+s,n+t)
Cls,t}
8{m,n) )
/;-:; Alo,o)
E{-m,-n},7
. ‘l//
s
Fi-s,wﬂbf
Figura 2.

O triangulo AEF, cujos vértices sdo
A{0,0}, E(—m,—n} e F(-s,-1)

¢ obtido trocando-se os sinais de ambas as coordenadas de cada ponto do
triangulo ABC. Logo AFEF nio contém outro ponto com coordenadas
inteiras além dos seus vértices, isto €, AEF € fundamental. O triingulo
BC D é formado pelos pontos P!(x+m+ s, y+n+t), obtidos somando-
se m+ s 4 abcissa e 7.+ & ordenada de um ponto arbitrdrio P{z,y) do
tridgngulo AEF. Se P’ tem coordenadas inteiras, P também tem. Como
AEF é fundamental, 0 mesmo se dd com BC D). Assim, os inicos pontos
com coordenadas inteiras no paralelogramo ABC D sio os vértices, ou
seja, ABCD ¢ fundamental,

Observemos, em seguida, que se o paralelogramo ABCD ¢ funda-
mental entdo ndo hd pontos da rede entre as retas paralelas AB ¢ CD.
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Com efeito, a regido compreendida entre essas paralelas € uma reunido de
paralelogramos justapostos, congruentes a ABCD. Cada um desses para-
lelogramos € fundamental porque resulta de ABC D somando-se inteiros
fixados a abcissa ¢ & ordenada de cada um dos seus pontos.

Figura 3.

A observagio anterior pode ser invertida, e utilizada como método
para gerar tridingulos e paralelogramos fundamentais.

Se P(Q é um segmento de reta que nao contém outros pontos da
rede além dos vértices P e (), consideremos as retas paralelas a PQ que
contentham pontos da rede. Dentre elas selecionemos as duas (uma em
cada lado) mais préximas da reta PQ). Qualquer tridngulo que tenha por
vértices P, @ e mais um ponto da rede situado sobre uma dessas retas é um
tridangulo fundamental. (Como os trifingulos PQR e PS5 na figura 3.)
Por exemplo, PQ R é fundamental porque se um ponto da rede, diferente
de P,Q e S, pertencesse a esse tridngulo, tal ponto estaria mais préximo
da reta PQ do que o vértice E.

Também todo paralelogramo que tenha como lados o segmento PQ)
¢ qualquer outro segmento do mesmo comprimento, situado sobre uma
dessas retas paralelas mais préximas da reta PQ é um paralelogramo
fundamental.

O ieorema abaixo estabelece o caso mais simples da formula de Pick.

Teorema 2. A drea de um tridngulo fundamental ¢ igual a 1/2.

Demonstracao:  Sejam A(D,0) ¢ B(m,n) as coordenadas (inteiras)
dos dois primeiros vértices do tridngulo fundamental ABC. Mostremos,
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inicialmente, que m e n sdo primos entre si. Com efeito, se d > 1 fosse
um divisor comum de m e n, o ponto P(m/d, n/d) estaria na rede ¢ no
interior do segmento de reta AB (veja Figura 4), logo ABC nio seria
fundamental.

Y

Figura 4.

Suponhamos m # 0. A equagio da reta que passa pelo ponto C ¢ ¢
paraiela a AB € y = (n/m)z +b, onde b € a ordenada do ponto D(0,b)
no qual a reta corta o ¢ixo vertical. Todos os tridingulos que t€m AB
como base ¢ cujo terceiro vértice estd sobre essa reta tm a mesma drea
que ABC. Em particular 4rea ABC = drea ABD = |bm]|/2, pois }b|
¢a me(}ida da base e |m| da altura de ABC'. Resta-nos entiio provar que
|b] = 1/|m]. -

Para isto consideremos, mais geralmente, a equagio y = (n/m)z+[3
de qualquer reta paralela a AH. Sabemos que 3 € a ordenada do ponto
de intersecdo da reta com o eixo vertical. Se a reta passa por algum ponto
da rede com coordenadas (s, t) entfio ¢ = (n/m)s + 3, donde

n tm— sn
_8= —_4
m m

p=t-
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Figura 5.

Dentre estas retas, nenhuma estd mais proxima da reta AB do que
a que passa pelo ponto C, para a qual temos 8 = 6. Logo |b} € o menor
valor positivo que {£| pode assumir. Por outro lado, como m e n sdo
primos entre si, 0 lema abaixo nos assegura que existem inteiros s, tais
que im — sn = 1. Portanto 1/|m{ é o menor valor positivo de |3|, donde
|b| = 1/|m|.

Para completar a demonstragfio, falta considerar o caso m = 0. Mas
m = 0 obriga n = &1 ¢ ABC € um trifingulo retingulo, metade de um
dos quadrados da rede, logo sua drea € 1/2.

Coroldrio. A drea de um paralelogramo fundamental é igual a 1.

Lema. Se os inteiros m,n sdo primos entre si entdo existem inteiros
8,% tais gue tm — sn = 1.

Demonstragao: Escolhamos inteiros s, ¢ tais que p = ¢{m — sn scja po-
sitivo. Mostraremos que se p for maior do que 1 entido podemos modificar
os inteiros 8,% de modo que a expressdo £ — sn assuma um valor posi-
tivo menor do que p. Com efeito, sendo m, n primos entre si, pelo menos
um deles, digamos 72, ndo € divisivel por p, isto é, m = pg + r, com
0 <r < p. Ointeiro 7' = p —r também cumpre a condigio 0 < ' < p.
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Além disso, r = p— 7', logo
, m=pg+r=pg+p-r =plgt1) -7’
Dai:
Hg+1m—s(g+n=plg+1)=m+7,
ou seja:
(tg+1—1)m —(sg+s8)n=1", com0 <1 < p.

Repetindo 0 processo tantas vezes quantas sejam necessdrias, chegaremos
a inteiros §,t tais que ém — sn = 1. :

3. Decomposicao de um poligono

E facil decompor um poligono convexo de n lados numa reuniao de 7 —2
tridingulos justapostos, sem acrescentar novos vértices: basta sclecionar
um vértice do poligono ¢, a partir dele, tragar as n — 3 diagonais que 0
ligam aos vértices niio-adjacentes.

Como a soma dos Angulos internos de um tridngulo € igual a 2 retos
e cada Angulo interno A do poligono convexo € a soma dos dngulos dos
trifngulos da decomposigdo que t€m o vértice A, segue-se que a soma
dos Angulos internos de um poligono convexo de n lados € igual a n —2
vezes dois angulos retos.

Indicando a medida de um dngulo reto com o simbolo 7/2 (o que
equivale a tomar o radiano como unidade de ngulo) temos entdo a formula
S = (n —2)7 para a soma dos dngulos internos de um poligono convexo
de n lados.

E natural indagar se a mesma férmula vale para um poligono ndo
convexo P.

A demonstragio acima nio se aplica porque se, a partir de um vértice
arbitririo de P, tragarmos segmentos de reta ligando este vértice aos
demais, tais segmentos poderdo cortar o bordo de P uma ou varias vezes,
poderdo estar parcial ou inteiramente no exterior de P e, assim sendo,
poderéio ndo decompor P numa reuniio de wridngulos justapostos.

Mesmo assim, a resposta a essa indagagfo € afirmativa, conforme
mostraremos agora.

Antes, porém, repitamos uma adverténcia feita na segdo 1: os poli-
gonos aqui considerados sdo todos simples, isto €, o bordo € uma linha
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poligonal fechada, que pode ser percorrida inteiramente sem que, durante
0 percurso, se passe mais de uma vez pelo mesmo vértice.

Trataremos, neste pardgrafo, da decomposi¢io de um poligono em
mridngulos adjacentes e da soma dos angulos internos de um poligono.
No caso em que os vértices sdo pontos de uma rede, mostraremos que
o poligono pode ser expresso como reunido de triangulos fundamentais.
Desta maneira, poderemos fazer a demonstragao da formula de Pick recair
no caso particular resolvido pelo Teorema 2 acima.

No enunciado do Teorema 3, “justapostos” significa que dois quais-
guer desses tridngulos ndo possuem pontos interiores em comum.

Teorema 3. Todo poligono de n lados pode ser decomposto como
reunido de n — 2 tridngulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do
poligono dado.

Demonstracao: Supondo, por absurdo, que existam poligonos para os
quais o teorema ndo € verdadeiro, seja n 0 menor mimero natural tal que
existe um poligono P, com n lados, o qual nio pode ser decomposto
conforme estipula o enunciado acima. Tomemos no planc um sistema
de coordenadas cartesianas de modo que nenhum lado do poligono seja
paralelo ao eixo das ordenadas. Seja A o ponto de maior abcissa no
(bordo do) poligono P. Como nenhum lado de P € vertical, A deve ser
um vértice. Sejam B e C os vértices adjacentes a A. Ha 2 possibilidades.

Y

19 POSSIBILIDADE 29 pOsSSIBILIDABE

Figura 6.



110 Como Calcular a2 Araa de um Peligono, se Vocé Sabe Contar

Primeira: o triingulo ABC ndo contém outros vértices de P, além de
A, B e C. Neste caso, o poligono P/, obtido de P quando se substituem
os lados AB ¢ AC por BC, tem n — 1 lados. Como n é o menor
ntimero de lados para o qual o teorema é falso, P’ pode ser decomposto
em n — 3 tridngulos na forma do enunciado. Juntando o tridngulo ABC
a essa decomposigio, vemos que o teorema é verdadeiro para P, o que é
uma contradigao.

Segunda: o tridngulo ABC contém, além de A, B ¢ C, algum outro
vértice do ponto P. Dentre esses, seja I) o mais distante do lado BC.
Entdo o segmento de reta AD decompde P em dois poligonos P'e P¥, o
primeiro com n' e o segundo com n* lados, sendo »' +n” = n+2. Como
n' > 3en' >3, vemos que n’ ¢ n'' sio ambos menores do que n. O
teorema entio vale para P’ ¢ P, que podem ser decompostos, respectiva-
mente, em n' — 2 ¢ n* — 2 tridngulos, na forma do enunciado. Justapondo
essas decomposigtes ao longo de AD, obtemos uma decomposigio de P
em (n' —2) 4 (n" —2) = n — 2 rilngulos, o que é¢ uma contradigdo. Isto
completa a demonstragio do teorema.

Corolario. A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados é
igual a (n —2) - .

Observagao: Os lados dos tridngulos que fornecem a decomposigio do
poligono P no Teorema 3, ou sdo lados de P ou siio diagonais (segmentos
de reta que ligam dois vértices do poligono). Mas ndo sdo diagonais
quaisquer: estao contidas no interior de P. E interessante notar que essas
diagonais, embora niio se originem no mesmo vértice, sdo, COmMoO no €aso
de poligonos convexos, em namero de n — 3. Isto pode ser venficado
do seguinte modo. Sio n — 2 tridngulos, cada um com 3 lados, logo ha
3n — 6 lados no total. Destes, n s3o lados do poligono ¢ £ sio diagonais.
Mas cada diagonal € lado de dois tridngulos, logo foi contada 2 vezes
quando se obteve 3n — 6. Portanto 3n — & = n + 2x. Resolvendo esta
equagio, obtemos £ = n — 3, que € o nimero de diagonais necessdrias
para decompor um poligono de n lados em n — 2 tridngulos justapostos.

Teorema 4. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma rede pode
ser decomposto numa reunido de tridngulos fundamentais.

Demonstragdo: Em vista do Teorema 3, basta considerar o caso em
que o poligono dado € um tridngulo ABC que contém n pontos da rede
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(no interior ou no bordo). Se existir realmente algum ponto P da rede no
interior do tridngulo, tragamos segmentos de reta ligando esse poNto a0s
vértices A, B e C e deste modo decompomos ABC' em ués tridngulos,
cada um contendo um niimero < n de pontos da rede. Se houver ponios da
rede sobre os lados da ABC, escolhemos um deles, digamos sobre AR,
e o ligamos ao vértice C. Assim decompomos ABC em 2 tridngulos,
cada um contendo um nimero < n de pontos da rede. Prosseguindo desta
maneira, com um nimero finito de etapas chegaremos a uma decomposiciio
de ABC em tridngulos fundamentais.

C

- » . a L] - -

Figura 7.

4. Demonstragio da formula de Pick

Seja P um poligono cujos vértices pertencem a uma rede. Indiquemos
com B e I, respectivamente, o niimero de pontos da rede situados sobre
o bordo e no interior de P.

Para provar que B/2 + I — 1 € a drea do poligono P, basta mostrar
que o mimero T de tridngulos fundamentais da decompasigio de P (dada
pelo Teorema 4) € igual a B + 2] — 2, pois a drea de P é igual a T /2,
em virtude do Teorema 2.

Imitaremos o argumento usado para provar o Teorema de Euler no
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caso de poliedros convexos. Noutras palavras, vamos calcular a soma dos
angulos internos dos T tridngulos fundamentais que compdem o poligono
P_.
- Podemos chegar a essa soma por dois caminhos.
O primeiro € evidente: se hd T tridngulos, a soma dos seus dngulos
internos & iguala T - .

*

I= 28 B'=10 B'=3 B=10+3=13

B oy szl
.ARE.Q-‘Z + I : 332.

Figurz 8,

O segundo consiste em calcular separadamente a soma S, dos dngulos
que tém vértice no bordo e a soma 5; dos dngulos cujos vértices estao
no interior de P. Sejam B’ o nimero de vértices de P e B” o niimero
de pontos da rede que estio sobre o bordo de P mas nao sio vértices.
Entic B = B' + B”. Evidentemente, Sy ¢ igual & soma (B — 2)7
dos angulos internos de P mais B” - 7 (pois os dngulos dos triiingulos
fundamentais, com vértice em cada um dos B* pontos do bordo de P
que nido sao vértices de P, somam um #ngulo raso, ou seja, 7). Logo
Sy = (B'—2)wr+ B" -7 = (B — 2)~. Por outro lado, em cada ponto da
rede interior a P, os ingulos que t€m como vértice somam quatro retos,
logo S; =21 - 7. Portanto Sy + 5; = (B -2+ 2I)7.
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Comparando as duas contagens, vem: T -7 = (B + 21 — 2)7, ou
seja, T = B + 21 — 2, como queriamos demonstrar.

5. O teorema de Euler para poligonos(“poliedros planos’

O argumento de somar os angulos internos dos tridngulos serve para esta-
belecer uma versdo do teorema de Euler vélida no plano. Como tal versio
nio foi abordada nas ocasides em que se tratou desse teorema antes, talvez
seja interessante provd-la agora.

Temos um poligono (simples) P, decomposto numa reunido de po-
ligonos menores, que chamaremos “as faces de P”, em analogia com o
caso de um poliedro. Cada lado de uma dessas “faces” serd chamada
“aresta”. As letras F, A e V indicardo, respectivamente, o nimero de
faces, o mimero de arestas € 0 nimero de vértices da decomposigio de
P.

A férmula de Euler para poligonos se escreve como F— A+V =1,

Para que esta relagdo seja vilida, € preciso supor que a decomposicéo
de P cumpra uma certa condi¢o de regularidade, que € a seguinte: duas
faces quaisquer da decomposigio, ou sio disjuntas, ou t€m um vértice em
comum, ou tém uma ou mais arestas (inteiras!) em comum. (Por exemplo,
na Figura 9 abaixo, a decomposicao da esquerda € permitida, mas a da
direita ndo.) Nestas condigOes, cada aresta da decomposi¢do pertence a
uma ou a duas faces, conforme seja um lado do poligono P ou uma aresta
interior, Por simplicidade, um poligono P munido de uma decomposigio
nessas condi¢des serd chamado um poliedro plano.

UM POLIEDRO PLANG DECOMPOSIGAD INACEITAVEL

Figura 9.
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Dado um poliedro plano P, se¢ decompusermos cada uma de suas
faces como reunido de tridngulos, sem acrescentar novos vértices, na forma
do Teorema 3, os nimeros F e A se alterarao, V permanecera com o
mesmo valor. Com efeito, quando se acrescenta uma nova aresta, cada
um dos nimeros F e A aumenta de uma unidade, logo esses aumentos se
cancelamem F — A+ V.

Por conseguinte, para efeito do cilculo da expressio F — A+ V, nio
hd perda de gencralidade em supor que as faces do poliedro plano P séo
todas tridngulos, o que admitiremos a partir de agora.

Escrevamos V = V; + V}, onde V; € o ntimero de vértices interiores
e ¥ o ndmero de vértices sobre o bordo de P. Calculando a soma dos
angulos internos dos idngulos que constituem as faces de P obtemos,
como no pardgrafo anterior, a relagio F = Vy + 2V; — 2, ou seja, F =
2V -V, -2 '

Cada face de P tem 3 arestas, cada aresta interior € lado de 2 faces
e cada aresta do bordo € lado de 1 face. Considerando que o niimero de
arestas do bordo é igual ao nimero V), de vértices desse mesmo bordo,
temos 3F =2A - V.

Subtraindo membro a membro as igualdades 3F =24 -V e F =
2V —V, -2, obtemos 2F =24 -2V + 2, ouseja F - A+V =1, que
¢ o teorema de Euler para “poliedros planos”.

6. Comentarios finais

A férmula de Pick, publicada pela primeira vez num obscuro periddico
tcheco, foi divulgada por H. Steinhaus em sen livro “Mathematical Snap-
shots” (Oxford Univ. Press, N. York, 1950). Desde entdo, vérias de-
monstragdes dessa férmula tm sido publicadas em revistas americanas
dedicadas ao ensino da Matemdtica. Podemos mencionar ¢ American
Mathematical Monthly de 1967 {pag. 1195), 1974 (pag. 647), 1985 (pag.
584), a Mathematics Magazine de 1976 (pag. 35) ¢ The Mathematics
Teacher de 1974 (pag. 222). Ver também o livro “Ingenuity in Mathema-
tics”, por R. Honsberg, N. York, 1970.

é uma das mais populares da Matemdtica. Sua concorrente mais proxima
é a desigualdade de Cauchy-Schwarz que, na forma mais elementar, gfir-
ma ser

! desigualdade MG < MA, entre a média geométrica e a média aritmética,

(X1¥1+ -+ X ¥g }2S(x%+m +xﬁ){y§+ +yﬁ)
para quaisquer nimeros reais X1,...Xn, valendo a igualdade se, e somente se,
X1/¥1 = X2/ y2 = - = Xp /Y.

Mas hé uma diferenga crucial entre as duas desigualdades. A de Cauchy-
Schwarz tem uma demonstrag@o consagrada, que se baseia nos fatos de gue toda
soma de quadrados é 20 e de que um trinémio do segundo grau que nunca
muda de sinal tem discriminante < 0. Por outre lado, a desigualdade MG < MA
é, hd muito tempo, conhecida pela grande variedade de demonstracdes que the
sdo dadas.

O artigo seguinte traz sete demonstragdes dessa desigualdade no caso da
média entre dois nimeros, com énfase na interpreta¢do geoméirica. Em seguida,
o caso n=2 ¢ utilizado para provar a desigualdade geral, quando n é qualguer.
Sdo expostas quatro provas neste caso. E salientada a equivaiéncia entre a
desigualdade MG £ MA e a proposigdo segundo @ qual se n mimeros positivos
tém soma constanse, seu produto é mdximo quando eles sao todos iguais.

Para manter a exposicGo em afvel elementar, ndo mencionei duas
demonsiragoes da desigualdade MG < MA que estdo entre as minhas preferidas.
Uma se baseia na convexidade da fungdo exponencial. (V. meu “Curse de
Andlise”, vol. 1, 7° edicao, pdgina 237.) A outra usa o método do multiplicador
de Lagrange. (“Curso de Andlise”, vol. 2, pdgina 173.)

Encerrando estes comentdrios, gostaria de dar exemplo de uma aplicagdo
interessante da desigualdade MG < MA. Na defini¢do do mimero “e" como

limite da seqiiéncia xn=(1+ l/n)“ hd o problema de assegurar que esta seqiléncia
converge. E ficil mostrar que %n S 3 para todo n mas, em geral, é trabalhoso
verificar que xn < Xn+1. Um modo elegante de fazer isto é aplicar nossa desigual-

dade ao caso em que se tomam 1+1 nidmeros, dos quais os 1 primeiros sdo iguais
al+l/neoilimoéigualali.
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Em 19835, o governo decidiu que a correcio monetdria a ser utilizada men-
salmente para reajustar os saldrios € depdsitos em cadernetas de poupanga
seria tomada como a média geomémnca das taxas de inflagio dos trés meses
anteriores. Poucos anos antes, no governo anterior, um diretor do IBGE
se demitira por ndo concordar com a ordem de usar a média geométrica
em vez da aritmética (de 2 meses apenas) em situagdc andloga.

Por que essa preocupagde em torno de um processo ou outro de
média, a ponto de custar a alguém seu emprego? Sendo a média geo-
métrica {principalmente para mais de dois mimeros) bem mais dificil de
calcular do que a média aritmética, por que essa preferéncia comum de dois
governos 1do antagonicos? Mero desejo de complicar a vida do cidadao?

Complicar, exatamente, nao. Quer dizer: nido somente. Tirar-nos
mais dinheiro, sim. De que modo?

A média aritmética A e a média aritmética G dos niimeros positivos
Z1,... ,Zp 530 definidas pelas ignaldades

_ T+t Ta
N n

A G = ¥z, 75 ... Zn.

4+9

Por exemplo, a média aritmética de 4 ¢ 9 € A = = 6,5

enquanto a média geométrica € G = /4 X 9 = /36 = 6. Se os niimeros
2
dados forem 2, 5 ¢ 100 teremos A = 35§ e G =10.

Para fazermos jus aos seus nomes, as médias aritmética e geométrica
estdo compreendidas entre 0 menor e o maior dos nimeros dados. Mas,
como se nota nos exemplos‘acima, a média aritmética parece ser sempre
maior do que a geométrica. No segundo exemplo, a diferenga entre uma e
outra € bem grande. Se esta desigualdade for um fato geral, entenderemos
a preferéncia pela média geométrica, quando se trata de nos pagarem.

Serd que a média geométrica €, em todos os casos, menor do que a
aritmética? Bem, hd pelo menos um exemplo em que as duas coincidem.
E guando os niimeros dados sio todos iguais. Neste caso, qualquer média
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que se tome (hd outras, além das duas que estamos considerando) tem
sempre 0 mesmo valor: € igual aos nimeros que sio propostos. Esta é,
porém, a unica excegdo. Se 05 numeros positivos Z,,... , Ty nio forem
todos iguais, tem-se G < A sempre.

Como se prova isto?

A desigualdade entre as médias aritmética ¢ geométrica € um dos
resultados mais demonstrados da Matemitica. (Mas ndo tanto quanto o
Teorema de Pitagoras.) H&4 demonstragdes de vdrios tipos, de diversos
graus de sofistica¢ao e baseadas em diferentes teorias.

Este assunto, que cremos ser interessante para os nossos leitores, pode
ser tratado de forma elementar. Comegaremos com 0 caso mais simples,
de dois mimeros.

1. Médias de dois niameros

Quando z e y sio nimeros positivos, a desigualdade /Zy < (2 + y)/2
pode ser provada facilmente, de muitos modos. Em cada caso, ficard
claro que /Zy = (z + y) /2 se, € somente se, £ = y. Enumeremos as
demonstragtes que dargmos aqui (ao todo, sete),

Primeira Como (z-+y)/2— /Ty = (vVZT—/¥)?/2, vemos que o primeiro
membro € > 0, sendo zero se, ¢ somente se, x = ¥, pois 0 quadrado de
um niimero real niio pode ser negativo. Portanto (z + y)/2 > VZY.

[rp]
=

Figura 1.

Segunda Dados z > 0 e y > 0, construimos uvm circulo cujo didmetro

¢ z+y. Seuraio serd A = (x + y)/2. Segundo reza Euclides (de
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Alexandria), “em todo tridngulo retingulo, a altura baixada do vértice do
angulo reto sobre a hipotenusa ¢ média geométrica entre 0s segmentos
gue-ela determina sobre essa hipotenusa”. Sabemos também que todo
tridngulo inscrito num circulo, tendo o didmetro como um dos seus lados,
é um trifingulo retingulo, cuja hipotenusa € o referido difimetro. Na figura
acima, G € a altura do tridingulo, A é a mediana e dai G < A. A iguaidade
ocorre quando a altura e a mediana coincidem, logo x = ¥.

YV X+y

TS

Figura 2.

Terceira Forme um quadrado de lado 4/Z + y justapondo quatro tri-
angulos retangulos congruentes, cada um deles tendo catetos /z, /¥ €
hipotenusa /z +y. (O Teorema de Pitdgoras garante que, sendo /x e
/¥ os catetos, a hipotenusa deve medir /z +y.) A drea do quadrado,
x + y, ¢ maior do que ou igual a quatro vezes a drea de cada tridngulo.
Logo z+y > 2,/Zy, ou seja, A > . Tem-se iguaidade somente quando
desaparece ¢ quadradinho do miolo. Como o lado desse quadradinho €
V¥ — V2, segue-se que A = G somente quando z = Y.
Quarta Fixemos dois pontos A, B num circulo. Fazendo variar o ponto
C sobre o arco AB, obtemos tridngulos ABC, todos com a mesma base
e alturas varidveis. Dentre eles, 0 que tem maior altura € o isésceles
ACyB, logo este é o de maior 4rea.

Em particular, quando AB & didmetro, todos os tridngulos ACB
sio retingulos. Se os catetos sdo +/z,./y no caso geral e /z no caso
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isGsceles, comparando as dreas dos trifingulos obtemos /Ty < z mas,
pelo Teorema de Pitdgoras, sabemos que o didimetro do circulo € /Z + ¥

eque 2z2=x+y,ousejaz= x;—y. I.ogoJ:z:yS%—g
G
c
nva
Figura 3.

A desigualdade G < A € equivalente 2 afirmagido seguinte:

Entre todos os niimeros positivos x, Y que tém soma consiante T+y =
2¢, o produto zy ¢é mdximo quando £ =y = ¢.

Com efeito, a afirmagio acima equivale a dizer que zy < ¢2? quando
Z +y = 2¢, ou seja, que zy < [(z+ ¥)/2]% o que significa VvZYy <
(z+y)/2. |

Além disso, a afirmagdo de que G = A implica £ = y equivale a
dizer que, quando = + y = 2c e zy = ¢2, tem-se £ = y = ¢. Podemos
entdo obter novas demonstrages da desigualdade G < A, usando essa
equivaléncia.
Quinta Se z + y = 2¢, podemos escrever z =¢c—d e y = ¢ + d logo
zy = (e —d){e+ d) = ¢? — d?, donde zy < ¢?, valendo a igualdade
somente quando d = 0, isto &, x = y.

Sexta Se x + y = 2c entdio x e y sio as raizes da equagio do segundo
grau 22 — 2e2 + zy = 0. Como tais raizes sfo reais, o discriminante desta
equacio € > 0, ou seja 4¢2 — 42y > 0, donde zy < c?. As rafzes sdo
iguais se, ¢ somente se, o discriminante € zero, ou seja, Ty = ¢2.

 Sétima Se T+ y = 2¢, comparamos as dreas do quadrado de lado ¢ e do
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retangulo de lados z,y, (Figura 4.) onde z < y.

c

Figura 4.

Como a drea do retdngulo hachurado verticalmente € menor do qu
a area do hachurado horizontalmente, concluimos que zy < ¢2, valend
a igualdade somente quando z = y.

Exercicio: Proveque se z > Oe y > 0, asoma/y/z+ VZ/y assume
seu valor minimo, igual a 2; quando z = ¥.

2. Médias com vArios numeros

Sejam z, ... ,Zy hilmeros reais positivos. A desigualdade G < A equi-
vale a afirmar que, quando a soma z; + --- + Zp = N - € € constante, o

produto Z; - Z2...ZTy € MAXIMO NO Caso em que ; = -+ = Ty =€ (&
portanto o produto vale ¢™). _
A afirmagdo adicional de que G = Aimplicazy = --- = Zp equivale

a dizer que T; -T2 ... Tn = c" somente quando todos os fatores z; forem
iguais a ¢ (desde que a soma dos x; seja nc).

Uma maneira de provar a desigualdade G < A para n nimeros
Z,... , 2y consiste em substituir 0 menor desses nimeros (digamos z) e
o maior deles (digamos ) pelos nimeros G e zy/G, mantendo os n — 2
niimeros restantes inalterados. Como G -zy/G = zy, a média geomérica
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dos novos numeros continua igual a G. Mas, como z < G < y, segue-se
que .
z z

T+y- (G+Ey) =:z:+y~G—é—"-: (z - G) (1—%) >0,
logo, z+y > G+ zy/G. Portanto, ao fazer a substituicio, a nova média
aritmética € menor do que ou igual i anterior. $6 € igual quando z = G
ou y = G, em cujo caso todos os niimeros dados sdo ignais. Prosse-
guindo, sejam agora % e v, respectivamente, © menor € o maior dos novos
niimeros. Substituindo-os por G ¢ wv/G, novamente nio alteramos a
média geomeétrica, que ainda € igual a G, mas a média aritmética mais
uma vez fica menor ou igual. Depois desta segunda etapa, pelo menos
dois dos niimeros tornaram-se iguais a . Depois de no méximo n eta-
pas, obtemos n nimeros iguais a G. Sua média geométrica € (G ¢ sua
média aritmética também. Mas, como esta Wltima nfo auvmentou depois
de nenhuma das modificagdes feitas, concluimos que G' < A. S0 se tem
G = A quando, em todas as etapas do processo, a média aritmética se
mantiver invaridvel. Como vimos, isto sé ocorre se todos os z; forem
iguais.

Qutra demonstragdo de que G < A se faz de modo semelhante ao
anterior, por etapas, usando A em vez de G. Em cada etapa, substituimos
0 menor ¢ 0 maior dos niimeros dados (digamos ze y) por Ae z+y— A.
Com esta troca, a média aritmética A permanece invariante mas a média
geométrica aumenta pois (Z+y — A}JA —zy =24 +yA — A% —zy =
(z — A)(A — y) > 0. Bem, a nova média geométrica pode ser igual a
anterior, mas isto sO acontece se £ = A ou se y = A. Neste caso, todos
os mimeros dados eram iguais a A. Seja como for, depois de no méximo
7 etapas chegamos a n nimeros iguais a A, cuja média geoméirica é G.
Logo A > G.

Hé também uma demonstragdo que consiste em argumentar do se-
guinte modo: se os nimeros positivos 24, ... , , ndo forem todos iguais
entdo pelo menos dois deles, digamos z e y, sdo diferentes. Entdo
zy < [(z +y)/2]*. Ponanio, se substituirmos z e y por (z + y)/2
e (z+y)/2 obteremos novos niimeros com a mesma soma anterior porém
com produto maior. Isto significa que, quando a soma x; +++ -+ Zyn = nc
€ constante, o produlo z;Z; ... Ty ndo pode atingir seu valor méximo, a
menos que todos os’fatores sejam iguais, Alguns autores concluem que
o valor miximo do produto € obtido quando 2, = 2, = --- = z, = ¢
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Este ponto € um tanto ou quanto sutil. Na realidade, o que este argutner,nto
prova é que, se houver um valor maximo para 0 produto, tal Ya%or maximo
deve ser igual a ¢™®, porém é preciso provar que tal valor méximo de ’fato
existe. (Para ajudar o leitor a convencer-se de que essa diivida € plausivel,
convidamo-lo a indagar qual o valor minimo do produto z, 2z <o+ Tn
quando esses nimeros s&0 positivos ¢ tém soma igualan-e. Tal minimo
simplesmente ndo existe.) No caso em questdo, pode-se provar que existe
o méximo mas para isto precisa-se usar métodos que envolvem a nogao
de limite de uma seqii€ncia.

Podemos adaptar um raciocinio, devido & Cauchy, para provar que,
$¢ Zy,... ,Tp S30 mimeros positivos com Iy +- -+ &y = NC _(cfonstantc)
entdio Z, -y ... Tp < c®. O argumento ficard mais claro se considerarmos
um caso particular, por exemplo, n = 5. Sejam eENtA0 T1, 2,23, %4 € T
os mimeros dados, cuja soma € 5¢. Queremos provar que Zy Z2X3Z4Ts <

5. O primeiro passo consiste em acrescentar ¢, ¢, ¢ de modo a ficar com -

oito nimeros. (No caso geral, acrescentamos varios nimeros iguais ac,
até que tenhamos uma poténcia de 2.) O processo € esquematizado assim:

1) z; % 23 Zs Ty € ¢ C

2) Y1 Y1 Y2 Y2 Us Ys € €

3) Y. Y2 W1 Y2 Ys ¢ UYs ¢

4) 2 2 2 2 A 2 %2 2

B) 21 22 21 Z 2 22 & ~2

6) w w w w w w w w

Na linha 2, y; € a média aritméticade x) e T2,y2 € a média aritmética
de x4 € x4 enquanto ys € a média aritmética de z5 e ¢. Nalinha _3, apenas
mudamos a ordem dos ndmeros. Na linha 4, 2; e 22 sdo, rcspectwame:nte,
as médias aritméticas entre Yy, € Yz € entre Ys € €. Novamente, na linha
5 a ordem foi alterada e, na linha 6, w € a média aritmética entre 2; €
2. Em todas essas linhas, 0s ndmeros tém a mesma soma ¢ o produto
aumenta ou fica igual. Logo temos w = ¢ € conseqiientemente o produto
dos niimeros da primeira linha € menor do que ou igual a 8 : Ora, de
T LT3 %eZs - €~ €+ ¢ < 8. Concluimos que Z;Z2Z3Z4Ts < e°,

3. Outras médias

A média harménica dos nimeros Positivos Z,... ,Tn € dcﬁmc}a como
o inverso da média aritmética dos inversos desses numeros. Indicando-a

Fazendo Médias 123

como H, temos:

Entdo 1/H € a média aritmética de 1/zy,... ,1/zn. Como a média
geométrica destes inversos ¢ 1/G, onde G é a média geométrica de
Zi,... s Zn, concluimos, em vista do que foi provado acima, que 1/H >
1/G. Logo G > H. Assim, enire a média harmonica H, a média
geométrica G ¢ a média aritmética A vale a relagio H < G < A. Nova-
mente, s¢ duas quaisquer dessas médias sdo iguais, entdo z, = --- = Ip.

Para encerrar, mencionemos uma média famosa, chamada média
aritmético-geométrica, devida ao grande matemadtico alemao Carl Friedrich
Gauss, que a concebeu quando ainda era um rapazinho e, anos depois, veio
a identificd-la com o valor de um certe tipo de integral eliptica. Recen-
temente, a média aritmético-geométrica vem sendo utilizada em métodos
numéricos de rdpida convergéncia.

A média aritmético-geométrica de dois niimeros positivos z,y € de-

finida do seguinte modo. Chamado z; e y; respectivamente as médias

geométrica e aritmética desses niimeros, temos £ < £y < ¥y < y. Em se-
guida, se indicarmos com z» € ¥, respectivamente, as médias geométrica
e aritmética de z; e y,, teremos £ < 2, < 23 < Yo < Y1 < y. Prosse-
guindo desta maneira, obteremos as seqii€ncias:

T ST S-Sy - SYn <SS Sy,

onde Tnt1 = /Zn¥n © Yn+1 = (Tn + yYn)/2. Se chamarmos de zo
o limite dos nimeros zp ¢ de Yo o limite de yy, segue-se desta dltima

igualdade que yo = {#o + ¥0)/2 ¢ daf resulta que zo = yp. Portanto

0§ nimeros Zy € 0s nimeros Y¥p tendem para o mesmo limite, o qual é
chamado a média aritméiico-geométrica de x e y e € representado pelo
simbolo M (z,y). E realmente um fato surpreendente (além de muito
elegante) que o nimero M(x,y) esteja inimamente relacionado com o
cdleulo do comprimento de uma elipse. Assim é o génio de um matemético
extraordindrio: revela-se muito cedo e tem lampejos quase sobrenaturais.



um comentdrio anterior, eu disse que o conhecimento humano, mesmo o

cientifico, nem sempre cresce com o tempo. Esta aftrmacdo — recorhego —

é debativel, sujeita a qualificagoes. No dmbito do ensino secunddrio,
entretanto, abundam exemplos que a corroboram. O tépico do artigo seguinte é
um deles.

A "Aritméiica Progressiva” de Antonio Trajano foi meu livro-texto no ter-
ceiro e quarto anos primdrios. O exemplar que possuo é uma copia xerox da 84°
edigdo, publicada em 1959. Na Biblioteca Nacional ha wmn exemplar da segunda
edicdo, datada de 1884. Trata-se portanto de um livro secular ¢ bem difundido.

Na pdging 142, Trgjano dd a seguinte definicdo:

GRANDEZAS PROPORCIONAIS. “Diz-se que duas grandezas sdo propor-
cionais quando elas se correspondem de tal modo que, multiplicando-se uma
quantidade de uma delas por um nimero, a quantidade correspondente da outra
fica multiplicada ou dividida pelo mesmo nimero.”

“No primeiro caso a proporcionalidade se chama dircta e, no segundo, in-
versa, as grandezas se dizem diretamente proporcionais ou inversamente propor-
cionais.”

E mais adiante, na pdgina 146:

“Nos casos examinados, a grandeza procurada depende apenas de uma
outra espécie de grandeza. E muito Jfreqiiente, porém, a grandeza procurada
depender de vdrias outras, podendo, neste caso, ser diretamente proporcional a
uma e inversamente proporcional a ourras.”

Tudo claro, simples e elementar.

Infelizmente, mais de cem anos depois da primeira edigdo de Trajano,
vdrios autores contempordneos de livros usados em nossas escolas ainda fazem
confusdo acerca de grandezas direta ou inversamente proporcionais, especial-
mente quando uma grandeza depende de vdrias outras.

Parece que as oitenta e tantas edi¢ées de Trajano nao bastaram,

O artigo que se segue, baseado num item da se¢do “Conceitos e
Controvérsias” que escrevi para a Revista do Professor de Matemdtica, é uma
tentativa de esclarecer a importante nogdo de proporcionalidade.



Quando Trajano diz “multiplicando-se uma quansidade de uma delas por
um nmimero” ele certamente quer dizer um niimero real (positivo) qualquer: in-
teiro, fraciondrio ou irracional. Mas, na prética, € muito dificil verificar, mesmo
em casos simples, que “a quantidade correspondente da outra fica multiplicada
ou dividida pelo mesmo nimero”, salvo quando esse niimero é inteiro. Para
evitar essa dificuldade, modificamos a definigdo, exigindo a condic@o apenas no
caso de multiplicador inteiro. Isto nos obriga a acrescentar a condi¢do de
monotonicidade, a qual é natural e sempre é observada, mesmo pelo proprio
Trajano.

Grandezas Proporcionais

Suponhamos que duas grandezas x, y achem-se de tal modo relacionadas
que a cada valor especificado de x corresponda um valor bem determinado
de y. Neste caso, diz-se que y € fungdo de x ¢ escreve-se ¥y = f{x).

A dois valores ', z" correspondem entio os valores y' = f(z') e

y”’ = f(z"). Se a desigualdade &' < z” implicar sempre que ¥’ < y”,

diremos que y € uma fungdo crescente de z. Se, entretanto, 2’ < 2"

acarretar y' > y", diremos que y ¢ uma fungdo decrescente de . Em

qualquer destes dois casos, diz-se que y € uma funcdo mondiona de <.
Por exemplo, a drea de um circulo € uma fungfo crescente do raio.

J4 o miimero de pées que se podem comprar com uma certa quantia € uma

fung@o decrescente do pre¢o de um pdo. O prego de um kilo de tomate

na feira € fungdo do tempo: a cada dia (&s vezes, a cada hora) o prego
muda. Mas néio € uma fungao mondtona pois o valor do tomate diminui
na safra, aumenta na entressafra € costuma cair no fim da feira para subir
na abertura, no dia seguinte.

Suponhamos que a grandeza y seja fungio da grandeza z, isto €,

y = f(z). Diremos que y € diretamente proporcional a x quando as

seguintes condigbes forem satisfeitas:

1%) y ¢ uma fungdo crescente de z;

22) se multiplicarmos z por um nimero natural 7, o valor correspon-
dente de y também fica multiplicado por n. Em termos matematicos:
f(n-z) =n. f(x) para todo valor de z e todo n € N.
Analogamente, diz-se que y € inversamente proporcional a T quando

y = f(x) é uma fungdo decrescente de z e, além disso, ao se multiplicar

z por um niimero natural n, o valor correspondente de ¥y fica dividido por

n,isto €, f(n-z) = % - f(z) para todo valor de z e todo n € N,

Adverténcia: Para simplificar nossa discussio, em tudo o que se segue
nos limitaremos a considerar grandezas cuja medida € vm nidmero posi-
tivo. Excluiremos de nossas consideragdes grandezas como temperaturas
abaixo de zero, que sd@o medidas com nimeros negativos. Isto torna as
nossas demonsiracoes mais curtas, evitando a consideragio de casos, e os
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resultados ficam mais simples.

Da defini¢do acima resulta que o peso de um fio homogéneo € di-
retamente proporcional a0 comprimento desse fio. Com efeito, o peso €
fungdo crescente do comprimento. Além disso, a homogencidade do fio
significa que dois pedagos do mesmo comprimento (tirados de qualquer
parte do fio) t€m o mesmo peso. Logo, o peso total de n pedagos com o
mesmo comprimento € igual a n vezes o peso de cada um desses pedagos.
Ou seja, multiplicando-se o comprimento do fio por n, seu peso também
fica multiplicado por n.

Por outro lado, o tempo necessirio para ir, numa linha reta, de um
ponto A4 a um ponto B, com velocidade constante, € inversamente propor-
cional a essa velocidade. De fato, esse tempo diminui quando se aumenta
a velocidade. Além disso, ele reduz-se a metade, a um tergo, a um quarto,
etc quando se duplica, triplica, quadruplica, etc a velocidade. Voltaremos
a este tema logo mais adiante.

E importante lembrar que y pode ser uma fungio crescente (ou de-
crescenie) de z sem que seja diretamente (ou inversamente) proporcional
a .

Por exemplo, a drea de um guadrado ¢ uma fungfo crescente do lado
mas, se dobrarmos o lado, a drea fica multiplicada por quatro (em vez
de dois) pois, evidentemente, um quadrado de lado 2a decompde-se em
quatro quadrados justapostos de lado a.

Qutro exemplo: suponhamos que, a cada dia, metade da drea contida
num certo reservatdrio evapora-se. Entdo o volume y de dgua existente
naquele reservatdrio € uma fungéo decrescente do mimero z de dias de-
corridos. Se o volume da 4gua inicialmente contida no reservatdrio era V
entdio o volume ¥, depois de decorridos z dias, serd y = V/2% = f(=z).

, 1 .
Como, evidentemente, 2** £ n . 2%, segue-se que onz 7 5, gz ouseia

1
fln-z) # - f(x} quando n # 1. Conseqlientemente, o volume y, em-

bora seja uma fungio decrescente do mimero x de dias, ndo € inversamente
proporcional a 2.

Estes dois exemplos mostram que, nas defini¢Oes dadas para grande-
zas direta ou inversamente proporcionais por meio de duas condigdes, a
primeira condigdo apenas ndo € suficiente, isto €, a segunda ndo € con-
seqiiencia dela. Caberia indagar se a segunda condigdo, aparentemente
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mais forte, ndo acarretaria a primeira.

A realidade € a seguinte: se existissem apenas numeros racionais, ou
seja, se duas grandezas da mesma espécie fossem sempre comensurdveis,
entdo da igualdade f(nz) =n - f(z), vilida para todo z e todo n € N,
poderiamos concluir que ¥y = f(z) € uma fungdo crescente e, analoga-
mente, de f(nz) = f(z)/n se concluiria que y = f(x) ¢ uma fungio
decrescente. Isto é 0 que mostraremos agora. Em primeiro lugar, vejamos
o

Lema. Se f(n-z) = n- f(z) para todo £ > 0 e todo n € N, entdo
f(r-z) = r- f(z) para todo nimero racional r = p/q, onde p,q € N.

Demonstracio: Temos:

q-f(r-a:)=f(q-r-m)=f(q-§-m) = fp-5)=p- f(2).

Logo f(r-z) = g - f(z) = r- f(z), como queriamos demonstrar.

Usando o mesmo tipo de raciocinio, o leitor pode demonstrar gue,
analogamente, s¢' f(nz) = f(z)/n para tode z > 0 e todo n € N entdo
f(r-z) = f(x)/r para todo nimero racional r > 0. :

Em seguida, tentemos provar que a condigdo f(n-z) = n- f(x)
implica que a fungdo y = f(z) € crescente. Para isto, consideremos
z < z'. Entdo £’ = ¢ z onde ¢ > 1. Se o niimero ¢ fosse racional (ou
seja, se as grandezas z ¢ z’ fossem comensurdveis), terfamos f(z') =
fle-z) = ¢- f(x) e dai f(z)} < f(z') porque ¢ > 1. Entretanto,
pode ocorrer que ¢ seja irracional (por exemplo, z pode ser o ladoe 2’ a
diagonal de um quadrado) e entdo ndo poderemos uatilizar o lema acima.

O teorema abaixo, que € o resuitado do fundamental a respeito de
grandezas proporcionais, esclarece a questio.

Teorema 1. As seguintes afirmagées a respeito de y = f(x) séo equi-
valentes: _
1) y ¢ diretamente proporcional a T,
2) para todo nimero real ¢ > 0, tem-se f(e-z) =¢- f(z),
3) existe wn nimero k, chamado a “constante de proporcionalidade”
entre x e Yy, tal que f(z) = k- ¢ para todo .

Demonstragcao: Provaremos que 1) = 2) = 3) = 1). Para mos-
trar que 1) = 2), suponhamos, por absurdo, que y = f(z) seja direta-
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mente proporcional a £ mas que se consiga achar um nimero real ¢ tal
que fle-z) # ¢- f{z). Para fixar idéias, seja f(c-x) < ¢- f(x)
isto 6, f(ezx)/f(2) < ¢ Entre dois nimeros reais quaisquer existe
sempre um numero racional. Podemos entdo achar r racional tal que
flex}/f{x) < r < ¢, o que significa f(ex) < r- f{x) < ¢- f(z).
O lema que provamos acima nos permite reescrever estas designaldades
como f{ex) < f(rz) < c¢- f(z). Mas a desiguaidade f(cz) < f(rz),
juntamente com o fato de ser r < ¢, estd em contradigdo com a hipdtese
de y ser diretamente proporcional a z, e ser, portanto, uma fungio cres-
cente de 2. Analogamente se prova que ndo pode ser f{ex) > ¢ - f(z).
Logo temos f(cz) = cf(z), o que mostra que 1) = 2).

Para provar que 2) = 3), tomemos k = f(1). Entdo, em virtude
da hipétese 2), usada com z em lugar de ¢, temos f(z) = f(z - 1) =
z-f(1)=z-k, logo f(z) =k =z

Finalmente, completamos o ciclo da demonstragio provando gue 3)
= 1). Primeiro relembramos o acordo feito anteriormente: s6 lidamos
com grandezas cujas medidas sfio nimeros positivos. Logo k& = f(1) > 0.
Entdo z < z’ implica k- x < & - &, ou seja, f{z) < f(z’), portanto
y = f(z) é uma fungho crescente de z. Além disso, f(n-z) =k -nx =
n-kz =n- f(z). Conclusio: y € diretamente proporcional a 2.

Observacio: Pelo que vimos acima, sabendo que f(nz) = nf(z) para
todo nimero natural n, podemos provar que f(rz) = r - f(x) para todo
niimero racional 7, mas 56 conseguimos provar que f(ex) = ¢- f(z) para ¢
irracional quando sabemos também que y = f(x) é uma fungio crescente
de z. Isto tem uma razio de ser. Usando técnicas matemdticas avangadas,
podem-se achar exemplos de fungdes que satisfazem f(rz) = r- f(z)
para 7 racional mas nfo sdo mondtonas ¢ (0 que dd no mesmo) nio
cumprem f(ez) = ¢ - f(z) para todo ¢ irracional. FungGes assim sdo
obtidas de modo abstrato € ndo resultam de nenhuma comparagio entre
grandezas habituais. Entretanto, o fato de existirem tais fungbes mostra
que, na defini¢io de grandezas direta ou inversamente proporcionais, sio
necessdrias as duas condicdes que estipulamos, ndo sendo permitido omitir
nenhuma delas.
Raciocinio andlogo ao anterior demonstra o

Teorema 2. As seguintes afirmagées a respeito de y = f(z) sdo equi-
valentes.
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1) y ¢é inversamente proporcional a ;
2) para todo nimero real ¢, tem-se f(cz) = f(z)/e;
3) existe um nimero k, chamado a “constante de proporcionalidade”

entre x ¢ y, tal que f{x) = k/z para todo .

A demonstragio € deixada a cargo do leitor, o qual pode abreviar
substancialmente sua tarefa observando que y € inversamente proporcional
a  se, ¢ somente se, ¢ diretamente proporcional a 1/z.

Os teoremas acima significam que, do ponto de vista estritamente ma-
temdtico, tanto faz escolhermos a definigfio que demos, a de Trajano, (que
corresponde & condi¢do 2) dos teoremas) ou aquela dada pela condigio
3): “y € diretamente (ou inversamente) proporcional a x quando existe
uma constante & tal que y = kx (ou y = k/z)”.

Do ponto de vista da aplicabilidade, entretanto, essas trés manei-
ras de definir proporcionalidade nfo sdo equivalentes. Nos problemas, a
tarefa de verificar se y € realmente proporcional a x (direta ou inversa-
mente) € muito mais facilmente executada com a definigho que demos.
Ja comentamos, na Introdugdo, a condigio 2) desses teoremas. Quanto a
condicio 3), devemos observar que a formula y = k - 2 raramente ¢ dada
no enunciado do problema. E preciso deduzi-1a e, para isso, necessitam-se
saber propriedades das grandezas em questdo, propriedades que encerram
a verdadeira nogio de proporcionalidade, expressa pelas condigfes que
adotamos. Além disso, se jd estamos de posse da formula y = & - z,
pouco importa saber sobre proporcionalidade; a férmula jd contém todas
as informagoes que venham a ser solicitadas.

As formulas y = kz e y = k/z, que caracterizam a proporciona-
lidade (direta ou inversa) entre z ¢ y, nos conduzem a outra maneira de
definir 0 mesmo conceito, que é a seguinte: sejam z‘, 27, 2" etc, valo-
res assumidos por z e ¥, y", y'* etc, os valores correspondentes de y.
Entio, a fim de que y seja diretamente proporcional a 2 é necessirio

f M 1
¢ suficiente que g-; = -f-;‘—; = = sendo o valor comum desses
quocientes igual a constante de proporcionalidade k. Com efeito, afirmar
que ¥y =k-z'y" =k 2", y" = k-2 cic equivale a dizer que

y'/m" — yﬂ/mﬂ — ym/mm =.. = k.
Analogamente, a fim de que ¥ seja inversamente proporcional a x €
necessario e suficiente que z’ -y =" -y =2 .Yy = ... = k.

Observe-se que se k € a constante de proporcionalidade (direta) entre
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x e y entilo a constante de proporcionalidade entre y ¢ z € 1/k. Mas se
e Y &0 inversamente proporcionais entdo a constante de proporcionalidade
entre & e y € a mesma que entre Y € .

Os teoremas acima encontram aplicagdo nas questdes de proporcio-
nalidade em Geometria. Um resultado bdsico a este respeito é o “Teorema
de Tales”, como € conhecida a proposi¢iio seguinte.

Teorema 3. Toda paralela a um dos lados de um tridngulo divide os
outros dois lados em segmentos proporcionais.

Figura 1.

Demonstragdo: Seja ABC o tridngulo. A cada ponto X do lado AB
fagamos corresponder o ponto X' do lado AC, de tal modo que X X'
seja paralela a BC. Provaremos que o comprimento X’'C & diretamente
proporcional ao comprimento X B. Em primeiro lugar, é claro que se
X, Y sio pontos de AB taisque XB < Y Bentio X'B < Y'B porque
XX'e YY’ sdo paralelos. Em seguida, afirmamos que se os pontos
X,Y,Z do lado AB sio tais que XY = Y Z entio X'Y’ = Y'Z".
Para ver isto, tomemos os pontos £ em X X' e ¢J em Y'Y’ de modo
que Y'P e Z'Q) sejam paralelas a AB. Os tridngulos PX'Y' e QY'Z'
sdo0 congruentes porque tém um lado igual (PY' = QZ’) compreendido
entre angulos iguais. Desta observagio resulta que se X, Y sio pontos
de AB com YB = n- X B entio seus correspondentes X', Y no lado
AC sio tais que Y'C = n - X'C. Isto conclui a verificagio de que o
comprimento X'C € diretamente proporcional a X B. Pelo Teorema 1,
existe uma constante & tal que, para todo ponto X do segmento AR,
tem-se X'C = k- X B (1). Em particular, para X = A, como 4’ = A,
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obtemos AC = k- AB (2). Subtraindo (1) de (2) vem: AX' = k- AX
(3). Dividindo a igualdade (3) pela igualdade (1) resulta:

ax_ Ax

X'C XB
Isto € precisamente 0 que estipula o Teorema de Tales.

Observacao: O Teorema de Tales equivale a afirmar que X'C' € dire-
tamente proporcional a X B. O leitor interessado poderd verificar que a
constante de proporcionalidade k = AC/AB € igual a sen B/ sen C.

Uma das aplicages mais antigas da nogo de proporcionalidade € o
tipo de problema chamado regra de trés. Nele, tem-se uma grandeza y
(direta ou inversamente) proporcional a z. Aos valores z', £ correspon-
dem respectivamente a ' ¢ y”. O problema consiste em, conhecendo-se
3 desses valores, determinar o quarto. Conforme y seja direta ou inversa-
mente proporcional a z tem-se uma regra de trés direia ou uma regra de
Irés {nversq. _

Uma vez comprovado (mediante as definigdes dadas acima) que y &,
de fato, proporcional a z, ndo hé dificuldade em resolver a regra de trés.
Digamos que se conhecem z', ' e ¥'. Se a regra de wés & direta, temos
YV =k-zey' =k -z" logo k = y' /2" e, por substituicio obtemos
Yy =y -z"/x'. Se aregra de t€s € inversa, temos 'y’ = zy" =k,
logo y" = z' -y’ /z". Estes resultados mosiram que se pode calcular o
valor y" quando se conhecem z,y’ e 2, sem precisar ter o valor de k.

E importante observar que, a¢ aplicarmos um modelo matematico
para analisar uma situagio concreta, devemos ter em mente os limites da
validez do modelo. Em particular, quando afirmamos que uma grandeza
y € proporcional a outra grandeza x, devemos deixar claro (explicita ou
tacitamente) que isto se dd dentro de certos limites de variagio para y ¢
z.

Por exemplo, a conhecida “Lei de Hooke” diz que a deformagio
sofrida por um corpo eldstico (digamos, uma mola) € diretamente pro-
porcional 3 (intensidade da) forga empregada. A férmula matemdtica que
exprime este fato é d = k- F. (d = deformagio, F' = intensidade da
forca, & = coeficiente de elasticidade.) A validez desta equagio como
modelo matemadtico para representar 0 fendmeno € sujeita a restrigdes evi-

- dentes. A for¢a F nfio pode ser muito pequena porque entio, mesmo

positiva, nfio seria suficiente para deslocar a mola; neste caso teriamos
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d = 0 com F > 0 logo nio valeria 0 modelo d = & - F. Também ndo
se pode tomar F' muito grande porque a mola arrebentaria e, pouco antes
disso, seu alongamento seria menos do que proporcional a F.

Outros exemplos s#o os cldssicos problemas de operdrios construindo
uma casa ou datilografas executando um servigo. Em geral, supde-se que
0 tempo necessario para terminar o trabatho ¢ inversamente proporcional
ao nimero de pessoas utitizadas. Se isto fosse verdadeiro sem restrigOes
entdo, aymentando-se o nimero de pessoas suficientemente, poder-se-ia
construir uma casa ou datilografar um livro num tempo arbitrariamente
pequeno: um segundo, por exemplo.

O professor, ao ensinar esse topico, deve alertar os alunos sobre
tais cuidados, deixando claro que as conclusdes obtidas pressupdem uma
hipétese subjacente: a de que o modelo matemdtico adotado se aplica &
situacdo considerada.

Nem sempre o modelo de proporcionalidade € o mais adequado. Em
certas situaches econdmicas, por exemplo, vale o “principio dos retormos
decrescentes”, segundo o qual, s¢ aumentarmos muito 0§ investimentos,
os lucros adicionais serio relativamente menores. Como ilusiragfo: se,
num certo terreno, plantarmos o dobro de sementes poderemos dobrar a
colheita mas, se continuarmos dobrando, ano a ano, o nimero de sementes
plantadas, ndo € razodvel esperar que dobrem sempre as colheitas. A partir
de um certo ponto, comega-se a notar a lei dos retornos decrescentes. A
mesma situagio ocorre em fisiologia: quando aumenta o estimulo cresce a
sensagdo mas, depois de um certo ponto, 0 acréscimo da sensagio & cada
vez menor em relacio ao acréscimo do estimulo.

Uma situagio oposia ocorre com o imposto de renda que pagamos.
A renda liquida do contribuinte é classificada por intervalos, chamados
“faixas”. Em cada faixa, o imposto a pagar é proporcional ao acréscimo
da renda liquida em relagfio 4 faixa anterior. Mas o coeficiente de propor-
cionalidade varia de uma faixa a outra, anmentando quando se passa de
uma faixa de renda a outra maior.

Uma atividade interessante (¢ bastante educativa) consiste em esbogar
o grifico da fungio y = f(z) nas situages acima consideradas.

No caso de y ser diretamente proporcional a z, temos y = k - .
Quando y € inversamente proporcional a z, temos y = k/x. No primeiro
caso, o grifico é uma reta que passa pela origem do sistema de coordenadas
e no segundo € uma hipérbole.
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Numa situagdo de “retornos decrescentes”, temos y = f{z), onde f
¢ uma fungfio “cncava”: embora crescente, cresce cada vez mais lenta-
mente, a medida que = aumenta. No caso particular das colheitas, para
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valores de z n3o muito grandes y € proporcional a z, de modo que o

grafico €, no comego, uma reta.

+ No caso do imposto de renda, o grafico ¢ uma poligonal que no
comego confunde-se com o eixo das abcissas, pois na primeira faixa de
renda o imposto a pagar & zero. A medida que s¢ caminha para a direita,
cresce a inclinag@o de cada lado da poligonal. A fim de que o contribuinte
ndo pague de imposto tudo o gue ganhou a mais em relacio a faixa
anterior, o angulo de cada lado da poligonal com o eixo z deve ser menor
do que 45°. Aqui tem-se uma fungdo “convexa’: para valores grandes de
T o crescimento de y se acelera.

Em grande ndmero de problemas tem-s¢ uma grandeza z, de tal
modo relacionada com outras, digamos z,y,u,v,w, que a cada esco-
Iha de valores para estas dltimas corresponde um valor bem determinado
para 2. Entdo dizemos que 2z é uma fungdo das varidveis z,y,u,v,w e
escrevemos z = f(z,y,u,v,w).

Nestas condictes, diz-se que 2z & diretamente proporcional a z quan-
do:

12) para quaisquer valores fixados de y,u,v,w, a grandeza z ¢ uma
fungio crescente de z, isto €, a desigualdade z' < z" implica
fle' y,u,v, w) < f(m”ay: U, Uy w);

29) para quaisquer z,y,4,v,w e n € N, tem-se f(n -z, y,u,v,w) =
n- f(zsyiuavsw)'

Analogamente, diz-se que 2z = f(z,y,u,v,w) é inversamente pro-
porcional a x quando:

12) para quaisquer valores fixados de y,u,v,w, a grandeza z € uma
fungdo decrescente de z, isto €, desigualdade =’ < z" implica
fl#,u,v,w) > f(z",u,v,w);

2%) para quaisquer z,¥,u,v,w e n € N tem-se f{n-z,y,4,v,w) =
flz,y,u,v,w)/n.

Defini¢oes semelhantes podem ser dadas para as demais varidveis
y,u,v,w. Como no caso de uma sé varidvel, tem-se f inversamente
proporcional a x se, e somente se, f € diretamente proporcional a 1/ z.

O icorema seguinte resume os Teoremas 1 e 2 no caso de uma
funcio de varias variaveis. Para fixar as idéias, consideramos as varidveis
T, y,%,v,w mas € evidente que ele vale para um ntimero qualquer de
varidveis.

Teorema 4. Se¢ja z = f(x,y,u,v,w). As seguintes afirmagoes sdo
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equivalentes:
1) z ¢ diretamente proporcional a T,y e inversamente proporcional a
U, U, W,
. z-y
2) existe uma constante k 1al que z = k. ———.
U-v-w

Demonstracao:  Suponhamos vilida a afirmagio 1) e escrevamos k =
f(1,1,1,1,1). Em virtude dos Teoremas 1 e 2, temos:

&= f{m,y,u,v,w) =f(.7:-1,y,u,v,w) :x-f(l,y,u,v,w]

X
=a:y-f(1,1,u,v,w):?y-f(l,l,l,v,w)
Ty Ly Ty
=T w) = 2 f(1,1,1,1,1) = k2L
v f( 1,1, sw) WO W f(ls ’ 31’1) o

Reciprocamente, s¢ vale a afirmacfo 2) entdo 1) € obviamente verdadeira.

Resulta imediatamente do teorema acima (e também da propria de-
finicao) que uma grandeza é diretamente {ou inversamente) proporcional
a varias outras se, e somente se, € diretamente (ou inversamente) propor-
cional a0 produto dessas outras. _

Por exemplo, a drea A = A(z,y) de um retdngulo de basc z ¢
altura y € diretamente proporcional a x e a y. Basta verificar quanto a
z; a outra verificacdo € andloga. Em primeiro lugar, se¢ ' < £ entio
A(z',y) < A(z", y) porque o retdingulo de base z’ e altura y estd contido
no retdngulo de base " e mesma altura y. Além disso, o retdngulo de base
n -z e altura y se decompOe como reunifo de n retdngulos justapostos,
todos com base z e altura y, logo A{n - z,y) = n- A(z,y). Segue-se
do Teorema 4 que existe uma constante k tal que A(z,y) = k- zy. Ora,
k = A(1,1) ¢ a area de um retingulo de base ¢ altura iguais a 1 (quadrado
unitario). Mas o quadrado de lado 1 € tomado como unidade de drea, logo
A(l,1) =1. Portanto k =1 e A(z,¥) =z -y.

A chamada “lei de gravitac8o universal” {de Newton) diz que “a
maicria atrai a maiéria na razdo direta das massas € na razao inversa
do quadrado da distincia”. Isto significa que um corpo de massa m' ¢
outro de massa m"”, situados a uma distincia d um do outro, se atraem
mutuamente com uma forga cuja intensidade F' € diretamente proporcional
a m’ e m", e inversamente proporcional a d°. Segue-se do Teorema 4
que F' = km’m" /d?, onde a constante k depende do sistema de unidades
utilizado.
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Vejamos outro exemplo: um movimento retilineo (aquele em que a
trajetdria € uma linha reta) chama-se uniforme quando o mdvel percorre
espagos iguais em tempos iguais. A velocidade é, por definigio, o espago
percorrido na unidade de tempo. Num movimento desta espécie, o espago
percorrido a partir de um certo ponto fixado, ¢ de um instante em que se
comegou a contar o tempo, € fungio da velocidade e do tempo decorrido:
E = f(v,t). Evidentemente, E & fungiio crescente de v ¢ de t. Além
disso, pela defini¢do de movimento uniforme, o espago percorrido depois
de n intervalos de tempos iguais € n vezes o espago percorrido durante
um desses intervalos (mantida constante a velocidade). Logo f(v,nt) =
n- f{v,t). Segue-se do Teorema 1 que E = f{v,t) =1 f(v,1).

A definigdo de velocidade como o espago percorrido na unidade de
tempo significa que f(v,1) = v. Seguc-se entdo que F = wt. Dai
resulta que, no movimento uniforme, o espago percorrido € diretamente
proporcional a velocidade e ao tempo. {Sendo igual a t a constante k de
proporcionalidade.)

Uma grandeza pode ser fungdo crescente de cada uma das varidveis
de que depende, sendo diretamente proporcional a algumas delas € ndo
sendo sequer diretamente proporcional a alguma poténcia de cada uma das
outras. Um exemplo importante desta situacéo &€ dado pela evolugio de
um capital ¢, proveniente da aplicagfio de um capiral inicial ¢4, colocado a
uma taxa de & por cento ao ano, durante ¢ anos ({ ndo € necessariamente
um nimero inteiro). Supomos que esses juros s3o compostos continua-
mente, isto €, que a cada instante, o juro obtido € juntado ao capital.
Tem-se ¢ = f(co, a,t), uma fungdo crescente de cada uma de suas trés
varidveis. Evidentemente, ¢ ¢ diretamente proporcional ao capital inicial
co. A igualdade f(n - o, t) = n - f{co,e,t) resulta da observagio

Obvia de que, fixados & ¢ I,n pacotes iguais com a mesma quantia ¢g-

devem render o mesmo que um unico pacote contendo a quantia ncq.
Jd em relagdo as outras varidveis, 0 mesmo nao acontece. Vejamos, por
exemplo o tempo ¢. Vale a desigualdade f{co,,2t) > 2 - f(co, ,t)
porque ao empregarmos o capital ¢¢ durante 2¢ anos (3 mesma taxa de
juros @), o rendimento nos Gltimos ¢ anos é maior, por corresponder a
um capital que jd cresceu em relagdo ao capital inicial. Se estudarmos
a questdo cuidadosamente, veremos que f(cp, @, nt) = ¢o - f(1, o, 2)™
Isto caracteriza o que se chama crescimento exponencial. A férmula que
exprime ¢ como fungio de co,x et é ¢ = ¢ - €2F. (Veja a pagina 93
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do meu livrinho “Logaritmos”, nesta cole¢do.) Dai resulta que ¢ nao €
diretamente proporcional a poténcia alguma de « ou de .

Grandezas que sdo direta ou inversamente proporcionais a duas ou
mais outras dio origem ao tipo de problema conhecido como “regra
de 1rés composta”. Nesses problemas tem-se, digamos, uma grandeza
z dirctamente proporcional a £ ¢ y, e inversamente proporcional a .
Conhece-se o valor z’, correspondente aos valores particulares ', 3, u’ €
procura-se determinar o valor 2”, que corresponde a outros valores par-
ticulares =", y",u". Pelo Teorema 4, sabemos que 2/ = kz'y’/u' e
z" =k - z"y" [u”. Dividindo a 2% igualdade pela 1% a constante k de-
saparece ¢ temos 2" /2! = z'y"u' f&'y'w”, donde 2" = z2'z"u [z y'u".

A nocio de proporcionalidade € uma das mais antigas em Matemadtica.
E também uma das mais dteis, com aplicagdes fregiientes na Geomeltria,
na Fisica, na Astronomia, € mesmo na vida quotidiana, dai resultando seu
interesse para o ensino. A importincia dessa nogio esta associada também
ao fato de que ela se deixa representar por um modelo matemitico de
extrema simplicidade, expresso pelas equagdes y = &k -z e y = k/z no
caso de uma s varidvel, ou por equagdes do tipo y = kzy/uvw no caso
de muitas varidveis.

Deve ficar claro, entretanto, que a0 se estudar uma questao que possa
envolver proporcionalidade, seja ela de natureza cientifica ou pritica, a
equagio (caso tenha cabimento) é a etapa final da resolugdo do problema.

Quando um cientista, um engenheiro, um gedmetra ou um cometr-
ciante se depara com um problema, a férmula y = k - z (ou qualquer de
suas analogas) ndo vem junto com os dados. Compete primeiramente a0
interessado verificar se o modelo ¥ = k - z {ou um andlogo) se adapta
ao seu caso. Antes de usd-lo, é preciso comprovar que y € realmente
proporcional a x.

Além disso, cumpre observar que em certos casos (como no Teorema
de Tales, por exemplo) a férmula y = k -z € irrelevante, ou simplesmente
nao cabe no contexto da discussdo. No caso exemplificado, a constante &
pode exprimir-se como o quociente de dois senos mas isto é apenas uma
curiosidade. O seno de um dngulo s6 vai ser definido mais tarde e, mesmo
assim, sO tem sentido por causa do Teorema de Tales. Outro exemplo €
a drea A de um retdngulo de base b e altura @. A razdo pela qual A
¢ diretamente proporcional aos lados a,b ndo é a férmula A = ab, mas
antes o contrdrio. Primeiro prova-se que A € diretamente proporcional a
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a e b e dai deduz-se a férmula.

A definicdo de proporcionalidade € itil exatamente porque permite,
mediante duas perguntas simples (y cresce quando z cresce? ao dobrar-
mos, triplicarmos, ¢tc ¢ valor de z ocorre o mesmo com y7), saber se 0
modelo ¥ = kz se aplica ou ndo & situagdo considerada.

Mas o leitor atento deverd ter percebido, a partir do que foi dito aqui,
que existe uma propriedade bésica, presente nas verificagoes da propor-
cionalidade, a qual pode ser formulada assim: “a iguais variagdes de z
correspondem variagdes iguais de y”.

E por isso que o peso de um fio homogéneo € proporcional ao seu
comprimento; a homogeneidade significa que pedagos do mesmo tamanho
tém sempre 0 mesmo peso, em qualquer trecho do fio.

Assim também € que, no movimento retilineo uniforme, ¢ espago
percorrido € proporcional ao tempo gasto em percorré-lo: a uniformidade
significa precisamente que em intervalos de tempo iguais sdo percorridos
espacos iguais. (Compare-se com a queda de um corpo, sujeito apenas
4 acdo da gravidade. Af o espago percorrido, digamos num segundo, €
menor ou maicr conforme esse segundo seja tomado no inicio ou perto
do fim da queda.)

Também no Teorema de Tales, visto acima, para verificar que X'C
¢ proporcional a X B, tivemos que provar antes que, a variagdes iguais de
X correspondem variagdes iguais de X’. Andloga observagio vale quando
se comprova que a drea de um retdngulo com altura fixada € proporcional
a base.

E, num exemplo mais prosaico, quando se diz que o ndmero de pegas
fabricadas pelos operdrios de uma empresa € diretamente proporcional ao
nimero de operdrios, esta afirmagio decorre de uma hipétese tdcita, a
saber, que ao se empregar mais um operdrio o aumento da produgdo €
o mesmo, independentemente de quantos operdrios jd existiam. Nova-
mente € instrutivo contratar com um caso em que essa “uniformidade”
nao ocorre. Por exemplo, o nimero de diagonais de um poligono con-
vexo nio € proporcional ao nimero de lados porque, ao acrescentarmos
mais um lado, o acréscimo sofrido pelo nimero de diagonais depende do
nimero de lados previamente existentes: ao passarmos de n para n + 1
lados, o nmimero de diagonais aumenta de nn — 1.

O principio geral € o seguinte: se a acréscimos {positivos) iguais de
z correspondem acréscimos iguais (e positivos) de y entdio, fixando-se
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arbitrariamente um valor o e seu correspondente Yo, tem-se y — Yo dire-
tamente proporcional a ¢ —~ zo. Em particular, se a zo = 0 corresponder
1o = 0 entdo ¥ serd diretamente proporcional a z. Vale, evidentemente, a
reciproca: se y € diretamente proporcional a z entao a acréscimos iguais
de x correspondem acréscimos iguais de y. :
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“Q Ensino da Matematica na Escola Secundéria por Meio de Aplicagtes™
{Teaching Secondary Mathematics Through Applications), por Herbert
Fremont, (2% edig¢io, 1979, Editora Prindle, Weber e Schmidt, USA.)

O objetivo principal do livro de Fremont € ajudar aos professores
de Matemdtica nas escolas de 192 e 22 graus a cumprirem as seguintes
missoes:

(1) Mostrar aos estudantes que ndo ha razio para temer a Matemadtica;
(2) Exibir aos estudantes diversos modos pelos quais a Matematica estd
integrada em sya vida didria.

Estas sdo, sem didvida, as coisas mais importantes que um professor
de Matemdtica pode conseguir como resultado do seu trabalho. Eviden-
temente, a tarefa (1) € um auxiliar para (2), necessdria para que as vdrias
situagdes exibidas possam ser assimiladas sem maiores traumas.

O que é, afinal, a Escola, sendo uma preparagao para a Vida? Admi-
tido este principio 6bvio, a Matematica tem lugar de destaque na Escola
simplesmente porque € indispensdvel para entender as coisas que nos cer-
cam na vida moderna, para explicar os fendmenos fisicos, bioldgicos e
sociais, para controlar as forgas dessas (e de outras) espécies, enfim, para
gue o jovem possa ter uma visdo inteligente do mundo em que vive.

A maioria dos estudantes e praticamente todos os professores de Ma-
temdtica jd ouviram ou leram afirmag0es como as que acabamos de fa-
zer. Muito poucos, porém, tiveram a oportunidade de ver tais afirmagdes
genéricas serem exemplificadas por meio de casos concretos, preferivel-
mente relacionados a situagGes atuais. Quantos de nossos colegas nio
adorariam possuir um repositério, uma colegdo de problemas nos quais
questdes objetivas e modernas fossem tratadas com técnicas matemadticas
bastante simples, ao alcance dos conhecimentos de seus alunos? Quan-
tos nao anseiam por uma lista variada de exemplos utiliziveis em classe,
provando assim aos estudantes que € Util aprender Matematica?

O livro de Fremont €, antes de mais nada, uma feliz antologia de
aplicacBes da Matematica ao mundo de hoje, tudo isso ao nivel da Escola
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Secunddria. Neste particular, ele € o melhor dos antidotos contra o torpor
da chamada “Matematica Moderna”. Com efeito, o grande ¢ fundamental
fracasso desta dltima foi precisamente o de adotar uma concepgdo da
Matemdtica bastante dissociada das aplicagdes e, como tal, em contradigdo
com o objetivo bdsico da Escola como preparacdo a Vida.

O livro de Fremont tem 342 paginas e cerca de 300 delas contém
exemplos de aplicagdes interessantes da Matematica. E claro que ndo
podemos analisar todos eles aqui. Para dar uma pélida idéia da variedade
e do teor desses exemplos, vejamos dois:

(1) Em Geometria, aprendemos que “as arcas de duas figuras seme-
lhantes estdo entre si como ¢ quadrado da razdo de semelhanga”, e que “os
volumes de dois s6lidos semelhantes estio entre §i como o cubo da razio
de semelhanga”. Dai decorre, por exemplo, que se C' for um cilindro de
altura a e raio da base r ¢ C' for um cilindro cuja altura € 10a e cujo
raio da base é 10r entdo a superficie de C' tem drea igual a 100 vezes a
superficie de C, enguanio o volume de C’ é 1000 vezes o volume de C!
Fremont discute a aplicagdo desse principio a seguinte questio motivada
pelo livro “As Viagens de Gulliver”:

“Se existisse um gigante que tivesse a mesma forma de um homem,
salvo o fato de ser 10 vezes maior, poderia tal gigante correr tao depressa
como nds?”

Depois de uma clara e paciente andlise de como variam a drea, o
volume e o peso de figuras semelhantes, o autor conclui o seguinte:

“Nosso grande e forte gigante € um sujeito infeliz. Seu fémur é 100
vezes mais forte que o nosso (pois a resisténcia do mesmo € proporcional
a drea de sua segio transversal). Mas precisa suportar um peso 1000 vezes
maior! Cada vez que ele se levanta, para caminhar ou correr, podemos
imagina-lo quebrando ambas as pernas! A forga da gravidade tormou-se
um inimigo violento. As implicagdes desta discussdo s3o numerosas.”
(Nesta altura, o autor cita um interessante artigo da conhecida coletinea
“The World of Mathematics”, de James Newman. O artigo, por J.B.S.
Haldane, chama-se “A propésito de ter o tamanho certo”. Haldane, um
famoso bidlogo, observa ainda que um animal dez vezes maior que o
homem, pesando mil vezes mais, devera consumir mil vezes mais comida
e oxigénio. Como a superficie de cada érgao aumentou cem vezes, cada
milimetro quadrado de intestino deverd absorver dez vezes mais comida,
0 que lhe forgard a ter mais intestinos. Em geral, quanto maior o animal,
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mais complicado ele € obrigado a ser.)

(2) Em sua loja, voc€ vende no maximo 60 bicicletas por ano. A
companhia que as fornece exige que vocé venda pelo menos 3 vezes
mais bicicletas masculinas do que femininas. Seu lucro numa bicicleta
masculina € de 20 mil cruzeiros e numa feminina € de 24 mil cruzeiros.
Qual € o seu maior lucro possivel e quantas bicicletas de cada tipo voce
deve vender para obter esse lucro maximo?

Este e alguns outros problemas semelhantes constituem exemplos de
um tipo exiremamente importante nas atividades econdmicas (comércio,
inddstria, etc) e, mais geralmente nas atividades que requerem tomadas de
decisdo (governo, conflitos, etc). Essas questoes se enquadram no ramo da
Matematica chamado Programagdo Linear. Pelo menos nos casos em que
se trata de um ndmero reduzido de varidveis (duas ou trés), os problemas
como este estio perfeitamente ao alcance dos alunos que saibam tragar o
grifico de uma equagio do tipo ax + by = ¢ (ou az + by + ez = d, no
caso de 3 varidveis).

No caso do problema proposto, se indicarmos por z 0 himero de
bicicletas masculinas e y o de bicicletas femininas vendidas num ano, o
lucro do vendedor no ano € 20z +24y. Trata-se de achar o maior valor que
esta expressio pode atingir, sabendo-se que £ + y < 60,z > 3y, z > 0e
y=>0

O conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas (z,y) satisfazem
simultaneamente estas 4 desigualdades € a superficie de um tridngulo T
cuja base € o segmento [0,60] do eixo das abcissas € cujo vértice € o
ponto (x,y) com £ = 45,y = 15. O problema se reduz, portanto, a achar
o ponto (z,y) desse tridngulo para o qual a expressao 20z + 24y assume
o valor méximo. Ora, para cada lucro possivel L = 20z + 24y, temos

_ 20x+L

¥="2 24’
ou seja

_ 5, L

Y="% 24"

Isto nos diz que as vendas (z,y) que geram o mesmo lucro L sio repre-
sentadas por pontos situados na reta com inclinagio —5/6 que corta o eixo
¥ no ponto de ordenada L/24. A solugio do nosso problema reduz-se
portanto a achar uma reta de inclinagio —5/6 que passe pelo trigngulo T
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e que corte o €ixo y no ponto de ordenada L /24 maior possivel. O ponto
(ou pontos) (z,y) pertencente a T e situado nessa reta serd a solugdo (ou
serdo as solugdes). No nosso caso, € evidente que a solugao do problema
€ £ =45,y = 15, com o lucro L = 1 260 000 cruzeiros.

L |

60 -

40 -

20 -

Figura 1.

Dissemos acima que o livro de Fremont €, antes de tudo, uma feliz
coletdnea de aplicagOes da Matemdtica a questdes interessantes e atuais.
“Antes de tudo”, mas ndo “apenas”. O livro se divide em trés partes, das
quais a segunda, que ocupa 294 piginas ¢ que ¢ formada pelas aplicagdes
de que falamos, € significantemente intitulada “Q Ensino da Matematica”.
Isto jd define a filosofia do autor bem claramente.

A primeira parte do livro chama-se “Preparagfio para Ensinar Ma-
temdtica”. Tem 22 pdginas e contém quase tudo o que precisa ser dito
sobre a metodologia do ensino dessa matéria. O autor, com sua longa
experiéncia em salas de aula e, acima de tudo, com grande honestidade,
nos diz que a arte de ser um bom professor de Matemdtica, ndo se baseia
em complicadas teorias nem constitui uma ciéncia abstrata.

Ele enumera 10 principios bdsicos e simples sobre os quais deve
assentar-se o ensino eficiente da Matemadtica.

Os cinco primeiros principios se referem 3 natureza da Matemadtica,
que deve ser bem compreendida pelo professor. Eles sio os seguintes:
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1) A Matemdtica ajuda a compreender nosso meio ambiente.

2) A Matematica € a lingnagem da Ciéncia.

3) A Matemaitica ¢ a sociedade sdo interdependentes.

4) A Matematica é um sistema abstrato de idéias.

5) A Matematica € o estudo de modelos (“patterns™).

E evidente que ndo pode ser um bom professor aquele que néo tem
uma boa compreensio do significado e do alcance do assunto que estd
ensinando. Em apenas 4 paginas o autor discorre, com grande clareza,
sobre cada um dos cinco principios acima. (O grosso do texto constitui
uma elaboragio desses cinco postulados, fartamente ilustrados nas quase
300 pdginas que constituem a 22 parte do livro.

Os outros cinco axiomas fundamentais do ensino da Matemadtica se
referem 3 experi€éncia de tansmitir 0 conhecimento matemdtico na sala
de aulas. Eles sdo os seguintes;

1) O “ciclo vital” da aprendizagem de uma idéia matemdtica mostra
que essa aprendizagem deve evoluir a partir de um envolvimento
ativo com objetos concretos até a andlise e as abstragdes.

2) Durante todo esse processo, o estudante deve estar livre para pensar
e tirar suas proprias conclusdes.

3) O pensamento logico-analitico deve ser precedido por oportunidades
para idéias “aventurosas”, tentativas € palpites.

4) Uma crianga, em geral, é capaz de abstrair um principio matemdtico
depois de confrontada com uma série de situagOes as quais o dado
principio € inerente.

5) Imagens visuais sdo indispensdveis para que o estudante possa com-
preender ¢ utilizar conceitos abstratos.

O autor termina sen compéndio de pedagogia de 21 pdginas ilustrando
com um exemplo concreto {ensino da funglo linear) como utilizar estes
principios na elaboragio de um plano de ensino de um tdpico, oferecendo,
inclusive, sugestdes sobre a atuagio do professor na sala de aula. Em
forma mais resumida, ele indica um plano para o ensino da congruéncia em
Geometria. No decorrer do capitulo, ele enumera uma série de conselhos
utilissimos ao jovem professor, no que concerne ac seu relacionamento
humano com os alunos.

O livro termina com um capitulo sobre a elaboragao de testes ¢ 0
problema da verificagdo da aprendizagem, em geral.

O livro do Professor Fremont é um trabalho com profunda percepgéo
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do problema do ensino da Matemdtica, escrito com honestidade e amor
aos seus colegas professores de Matemitica de todo o mundo. Estou
certo de que sua tradugdo para a lingua portuguesa servird como auxilio
inestimédve] ao esfor¢o que se faz no sentido de divulgar cada vez mais o
conhecimento da Matemdtica e o seu ensino no Brasil,

s onceitos e Controvérsias” é uma se¢do da Revista do Professor de
Matemdtica, na qual os {tens a seguir foram publicados. O objetivo da
se¢do é esclarecer assuntos do curricuio do primeiro e segundo grau em

Matemdtica, sobre os quais costumam ocorrer dividas ou divergéncias.

Alguns dos tdpicos abordados correspondem a perguntas que foram direta-
mente formuladas pelos leitores daquela revista, enquanto outros referem-se a
pontos que a minha antiga experiéncia de professor indica merecerem mais
explicagdes e opinides. Evidentemente, nem por sombra tenho a pretensdo de dar
a palavra final ou mesmo a palavra adequada. Entretanto, creio que esse método
de :’ntekagdo entre 0s que fazem a revista e os que a 1éem tem sen lado positivo.
Quando menos seja, contribui para tornar o ambiente mais agitado.
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Minha intengdo aqui € a de apresentar opinides ¢ esclarecimentos sobre
pontos controvertidos, dividas, dificuldades e questdes em geral que preo-
cupem o professor de Matematica. Os assuntos de que tratarei, gostaria
que fossem sugeridos pelo leitor, motivados por seu desejo de aprimorar-
se provocados por sua curiosidade, suscitados as vezes por sua perple-
xidade diante de opinides divergentes. Prefiro e darei sempre prioridade
a questoes relativas & Matematica propriamente dita, embora possa even-
tualmente discutir problemas correlatos, como os diddticos, por exemplo.

Enquanto ndo chegam as indagagées dos leitores, vamos comegar com
algumas perguntas que me foram feitas, em diferentes ocasides e lugares,
por pessoas interessadas em ensinar Matemdtica.

1. Zero ¢ um nimero natural?

Sim ¢ ndo. Incluir ou ndo o mimero 0 no conjunto N dos ndmeros natu-
rais € uma questdo de preferéncia pessoal ou, mais objetivamente, de con-
veniéncia. O mesmo professor ou autor pode, em diferentes circunstincias,
escrever 0 &€ N ou 0 ¢ N. Como assim?

Consultemos um tratado de Algebra. Praticamente em todos cles
encontramos N = {0,1,2,...}. Vejamos um livro de Andlise. L4 acha-
remos quase sempre N = {1,2,3,... }.

Por que essas preferéncias? E natural que o autor de um livro de
Algebra, cujo principal interesse € o estudo das operagdes, considere zero
como um ndmero natural pois isto lhe dard um elemento neutro para a
adigdo de numeros naturais e permitird que a diferenga z — y seja uma
operagao com valores em N nio somente quando z > ¥ mas tamhém se
z == y. Assim, quando o algebrista considera zero como nimero natural,
estd facilitando a sua vida, eliminando algumas excecdes.

Por outro lado, em Andlise, os nimeros naturais ocorrem muito
freqilentemente como indices de termos numa seqiiéncia.

Uma seqii€ncia (digamos, de mimeros reais) € uma fungio z:N — R,
cujo dominio € o conjunto N dos niimeros naturais. O valor que a fungio
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« assume no ndmero natural n ¢ indicado com a notagdo xy, (em vez de
z{n)) ¢ é chamado o “n-ésimo termo™ da seqiiéncia.

A notagdo (Z;,Ta,... , Tny-.. ) € usada para representar a seqiiéncia.
Aqui, o primeiro termo da seqiiéncia € z, o segundo € x5 e assim por
diante. Se fdssemos considerar N = {0,1,2,... } entdo a seqiiéncia seria
(ToyZ1,%2,.-- yZp,...), Na qual o primeiro termo € o, 0 segundo €
x;, etc. Em geral, Zy, ndo seria o n-ésimo € sim o (n + 1)-¢simo termo.
Para evitar essa discrepincia, € mais conveniente tomar o conjunto dos
ndmeros naturais como N = {1,2,3,...}.

Para encerrar este t6pico, uma observagao sobre a nomenclatura ma-
temdtica. Nfio adianta encaminhar a discussdo no sentido de examinar se
o niimero zero € ou nfo “natural” (em oposigdo a “artificial”). Os no-
mes das coisas em Matemdtica ndo sio geralmente escolhidos de modo
a transmitirem uma idéia sobre o que devem ser essas coisas. Os exem-
plos abundam: um nimero “imaginério” ndo € mais nem menos existente
do que um nimero “real”; “grupo” € uma palavra que ndo indica nada
sobre seu significado matemitico e, finalmente, “grupo simples” € um
conceito extremamente complicado, a ponto de alguns de seus exemplos
mais famosos serem chamados (muito justamente} de “‘monstros”.

2. Por que (-1)(-1) =12

Meu saudoso professor Benedito de Morais costumava explicar, a mim

e a meus colegas do segundo ano ginasial, as “regras de sinal” para a

multiplicagio de nimeros relativos da seguinte maneira:

1) o amigo do meu amigo € meu amigo, ou seja (+)(+) =

22) o amigo do meu inimigo € meu inimigo, isto €, (+){— ] =

32) o inimigo do meu amigo ¢ meu inimigo, quer dizer, (—)(+) =
finalmente,

4%) o inimigo do meu inimigo é meu amigo, o que significa (—){—) = +.

Sem divida esta ilustragdo era um bom artificio diditico, embora
alguns de nds ndo concorddssemos com a filosofia maniqueista contida na
justificagdo da quarta regra (podiamos muito bem imaginar trés pessoas
inimigas entre si).

Consideraghes sociais & parte, 0 que os preceitos acima dizem € que
multiplicar por —1 significa “trocar o sinal” e, evidentemente, trocar o
sinal duas vezes equivale a deixar como estid. Mas geralmente, multiplicar
por —a quer dizer multiplicar por (—1)a, ou seja, primeiro por a ¢ depois
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por —1, logo multiplicar por —a ¢ o mesmo que multiplicar por a e depois
trocar o sinal. Daf resuita que {—a)(—b) = ab.

. Tudo isto esta muito claro e as manipulagdes com niimeros relativos,
a partir dai, s¢ desenvolvem sem maiores novidades. Mas, nas cabegas
das pessoas mais inquisidoras, resta uma sensagiao de “magister dixit”, de
regra outorgada pela forga. Mais precisamente, insinua-se a divida: serd
possivel demonstrar, em vez de impor, que (—1)(—1) = 1?

Nao se pode demonstrar algo a partir do nada. Para provar um resul-
tado, € preciso admitir uns tantos outros fatos como conhecidos. Esta é
a natureza da Matemitica. Todas as proposi¢Oes matematicas sao do tipo
“se isto entdo aquilo”. Ou seja, admitindo isto como verdadeiro, provamos
aquilo como conseqiiéncia.

Feitas estas observagdes filosdficas, voltemos ao nosso caso. Gos-
tariamos de provar que (—1)(—1) = 1. Que fatos devemos admitir como
verdadeiros para demonstrar, a partir deles, estas igualdades?

De modo sucinto, podemos dizer que (~1)(—1) = 1 € uma con-
seqiiéncia da lei distributiva da multiplicagio em relagio 3 adigéio, con-
forme mostraremos a seguir.

Nossa discussao tem lugar no conjunto Z dos nidmeros inteiros (re-
lativos), onde cada elemento @ possui um simétrico (ou inverso aditivo)
—a, 0 qual cumpre a condi¢io —a+a = a+(—a) = 0. Daf resulta que o
simétrico —a, € caracterizado por essa condigdo. Mais explicitamente, se
b+ z =0, entdo £ = —b, como se vé€ somando, —b a ambos os membros.
Em particular, como —a + @ = 0, concluimos que ¢ = —(—a), ou seja,
que o simétrico de —a é a.

Uma primeira conseqiiéncia da distributividade da multiplicagio € o
fato de que a - 0 = 0, seja qual for o nimero a.

Com efeito,

6+a-0=a-1+a-0=a(l+0)=a-1=a=a+0.

Assim,
a+a-0=ea+0,

logo
a-0=0.

Agora podemos mostrar que (--1) - @ = —a para todo mimero a.
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Com efeito,
a+(-1)-a=1-a+(-lJa=[{1+(-1)]-a=0-a=0,

logo (—1) - @ ¢ o siméirico de @, ou seja, (—1)ea = ~a.
Em particular, (—1)(—1) = —(~1) = 1. Daf resulta, em geral, que
(—a)(—b) = ab, pois _

(—a) - (~b) = (~1)a - (~1)b = (—~1)(—1)ab = ab.

3. Por que (-1)(-1) = 1?7 (continuagao)
Alguns leitores escreveram sobre a demonstragio da “regra dos sinais”
dada no nimero 1 da RPM. Numeremos as cartas:

1. Pedro Paulo, de Ubatuba, SP, achou a demonstragio “muito alge-
brista e cansativa”. Sugere uma alternativa geométrica, baseada no
diagrama abaixo, onde os segmentos inclinados sdo paralelos. Diz
que leu esta explanagdo numa revista estrangeira, cujo nome nao se
lembra mais.

X
/ {(-o)-b)
e /
-bd

Figura 1.

2. Léa Santos, de Séo Paulo, Capital, lembra a seguinte ilustragio, que
leu no livro de Morrs Kline “0O fracasso da Matemdtica Moderna”,
pdgina 191. “.. um ganho serd representado por um nimero po-
sitivo e a perda por um nimero negativo. Igualmente, o tempo no
futuro serd representado por um niimero positivo e no passado por
um mimero negativo. ... Se perde 5 ddlares por dia, entdo daqui
a 3 dias terd perdido 15 ddlares... (—5)(+3) = —15... se perde 5
ddlares por dia, entfio hd 3 dias atrds estava 15 dolares mais rico...
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(—5)(—3) = +15".

3. Marcelo Lellis, de Sioc Paulo, Capital, apresenta uma proposta didé-

« fica, que atribui ao Professor A. Bloch, para justificar que o produto
de dois mimeros negativos seja positivo. Ele parte da observagao que
(—2)-3=—6,{—2)-2=—4,(-2) 1= —-2,(—2)-0=0e¢, notando
que esses produtos crescem, {“de dois em dois”) € natural esperar
que a regra se mantenha ¢ sejam {—2)(—1) = 2, (—2)(—2) = 4, etc.

4. Fred Gusmio dos Santos, de Mogi das Cruzes, SP, d4 a seguinte
versdo de como obter a regra dos sinais. Em primeiro lugar, como
5.(2—2) = 0, pela lei distributiva vem 52 45+ (-2) = 0,
ou10+5-(-2) =0, logo 5-(—2) = —10. Em seguida, como
—5(2 — 2) = 0, novamente temos —5 - 2 + (—5)(—2) = 0, ou seja
—-10 + (—5)(—2) =0, logo (—5)(—2) = 10.

Antes de mais nada, queremos agradecer a todos 0s que nos escre-
veram. Isto nos faz sentir que estamos alcangando nossos objetivos.

Em seguida, é bom enfatizar que as explicacBes contidas na segdo
“Conceitos ¢ Controvérsias” visam ilustrar, esclarecer ¢ orientar 0 pro-
fessor de Matemdtica, para que, conhecendo melhor a matéria que en-
sina, possa desempenhar sua missdo com a tranqiiila confianga de quem
sabe sobre 0 que estd falando. Tais explicagbes néio sdo oferecidas como
propostas didaticas. Isto nos parecia 6bvio mas parece que nem todos
entenderam assim.

Vamos, agora, responder brevemente as cartas:

1, Pedro Paulo: E natural que um fato algébrico tenha uma demonstra-
¢ao algébrica; quanto ao cansago, trata-se certamente de uma sensagao
pessoal. Seu argumento geométrico € bem interessante. S6 que ele
s6 pode ser apresentado a alunos que, pela série em que estdo, jd
aprenderam a regra dos sinais. Além disso, para provar que aquele
ponto 14 tem mesmo abcissa igual a (—a)(—b), vocé vai ter que usar
a dita regra...

2. Léa Santos: Sua sugestdo é muito boa. Pode ser utilizada com éxito,
inclusive porque contribui para que os alunos entendam melhor o uso
de nimeros negativos em problemas concretos.

3. Marcelo Lellis: Imagino que o Prof. Bloch comegava sua explanagao
justificando que {—){+) = (—). Isto pode ser feito da mesma ma-
neira como vocé fez para chegar a (—)(—) = (+). Ndo sei se vocé
notou que seu argumento usa implicitamente a lei distributiva. Neste
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sentido, parece-nos que a sugestio seguinte ¢ mais convincente.

4. Fred (Eiusméo dos Santos: Muito boa a sua apresentagio. Alids, nio
poderiamos deixar de elogis-la, ja que ela constitui uma reformulagio,
em termos numéricos, do argumento usado na demonstragio dada em
“Conceitos ¢ Controvérsias™ n2 2,

Pa_ra finalizar, gostarfamos de recomendar a todos aqueles genuina-
mente interessados em aperfeigoar suas técnicas de ensino, a leitura do
11vro-“Aplica(;6cs da Teoria de Piaget ao Ensino da Matemdtica”, de
autfma do Professor Luiz Alberto dos Santos Brasil {Editora Forense-
Universitdria, Rio de Janeiro, 1977). Nas paginas 161 e 162 desse livro,

3 leitor encontrard exemplos de problemas concretos que motivam a regra
08 sinais.

4, Qual é o valor de 0°?

A rtesposta mais simples é: 0° é uma expressio sem significado ma-
tematco. Uma resposta mais informativa seria: 0° ¢ uma expressdo inde-
terminada. '

Palja c?cplicar ¢stas respostas, talvez seja melhor examinar dois exem-
plos mais simples de férmulas desprovidas de significado matematico, que

0 1 - L G -
sdo 7 e 5 De acordo com a defini¢io de divisdo, 3= ¢ significa que

@& = b - c. Portanto, se escrevéssemos g=%¢ g =Y esias igualdades

significariam que 0 = 0-z e 1 = 0. y. Ora TODO niimero z ¢ tal que
0-z =0e¢ NENHUM mimero y € tal que 0-y = 1. Porisso se diz que

0, “ .. . 1, ‘s .
g © uma “expressio indeterminada” e que p € uma “divisio impossivel”.

(Mais geralmente, toda divisio do tipo %, com @ # 0 € impossivel.)
Voltando ac simbolo 0%, lembramos que as poténcias de expoente
zero foram introduzidas a fim de que a férmula 4 _ a™ % que é
evidente quando ™m > n, continue ainda vilida paa:a m = n. Pondo
a™ = § eremos entio 3= b°, logo &° = 1se b £ 0. No caso & = 0,

: b 0
a igualdade 5= b° tomaria a forma 5= 0% o que leva a considerar 0°
Como uma expressdo indeterminada,
Esta conclusio € ainda reforcada pelo seguinte argumento: como
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0¥ = 0 para todo y # O, seria natural por 0% = 0; por outro lado, como
20 = 1 para todo z # 0, seria também natural pdr 0° = 1. Logo, o
simbolo 0° ndo possui um valor que se imponha naturalmente, 0 Que nos
leva a considerd-lo como uma expressdo indeterminada.

As explicagOes acima t8m cardter elementar ¢ abordam o problema
das expressdes indeterminadas a partir da tentativa de estender certas
operagbes aritméticas a casos que nfio estavam enquadrados nas definigdes
originais dessas operaghes. Existe, porém, uma razdo mais profunda,
advinda da teoria dos limites, em virtude da qual 5 e 09, (bem como

outras férmulas andlogas) sZo expressdes indeterminadas. )

Escreve-se limy_.o f(z) = A para significar que o nimero A € o
limite para o qual tende o valor f(z) da fungdo f quando z se aproxima
de a. Sabe-se que s¢ limg_.g f{z) = A e limz .o g(z) = B entio
limg_q f(z)/g(z) = A/B, desde que seja B # 0. Por outro lado,
quando limz—. ¢ f(z) = 0 e limg_.4 g(z) = 0 entfio nada se pode garantir
a respeito do limite do quociente f(z}/g(z) quando z se aproxima de
a. Dependendo das fungdes f ¢ g que se escolham, pode-se conseguir
que o quociente f(z)/g(z) tenha como limite qualquer valor ¢ dado de
antemdo, ou mesmo que ndo tenda para limite algum. Por exemplo, se
tomarmos f(z) = ¢(z — a) ¢ g(x) = z — a entdo f(z)/g(z) = ¢ para
todo £ # @, logo limg-.g f(z)/g(z} = ¢. Por estc motivo se diz que
0/0 € uma expressdo indeterminada.

Analogamente, dado a priori qualquer nimero real ¢ > 0, podemos
achar fungdes f, g tais que limz—g f(2) = 0,limz—4 g{z) = 0, enquanto
limg—g f(z)9(*) = ¢. Basta, por exemplo, tomar f(z) = z ¢ g(z) =
log ¢/ log z; isto faz com que f(z)9(*) = gl ¢/1o2 % — ¢ para todo z >
0, logo limz_.o f(2)9(¥) = ¢. (Para convencer-se de que glose/loez . ¢
tome logaritmos de ambos os membros desta igualdade.) _

Portanto, quando limy ., f(z) = 0 ¢ limz.zg(z) = 0 entio
limg_q f(2)7(®} pode ter qualquer valor ¢, dado de antemdo, desde que
escolhamos convenientemente as fungdes f e g. Entdo se diz que 0° &
uma expressio indeterminada.

5. Qual a diferenca entre circule e circunferéncia?

Nosso quarto tépico € uma pergunta enviada pela professora Susi Pozza,
de Piraju, SP. Podemos resumi-la assim:
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Explica a Professora Sust que os guias curriculares para as matérias do
12 grau orientam os professores a ndo fazer distingdo entre circunferéncia e
circulo, alegando que nao hd tal diferenciagao no caso de poligonos (fala-
se tanto no perfmetro como na drea de um poligono). Mas todos os livros
de 22 grau que a professora j& viu fazem a distingdo: circunferéncia € a
linha, circulo € a regifio limitada pela circunferéncia. Daf sua perplexidade.

No meu caso pessoal, Susi, ocorreu ¢ oposto, ou quase. No gindsio
e no colégio me ensinaram a distinguir entre circunferéncia e circulo.
Na universidade, ¢ em livros estrangeiros mais avangados, essa diferenga
desapareceu. Para ser mais exato, o que desapareceu quase inteiramente
foi a palavra “circunferéncia”. Quanto ao termo “circulo” ele tornou-se
ambiguo (como “poligono™); ora quer dizer a curva, ora a regido por ela
limitada.

Para livrar-se da ambigiiidade, quando isso € necessario, costuma-se
usar a palavra “'disco” para significar a regiao do plano limitada por uma
circunferéncia. Af néo resta diivida.

Em resumo: circunferéncia e disco sio palavras de sentido bastante
claro, cada uma com um dnico significado na lingua portuguesa. Por outro
lado, circulo é uma palavra que tanto pode ser empregada no sentido de
circunferéncia como no sentido de disco. (Paciéncia...)

Quanto & orientagao dada pelos guias curriculares, ela contém uma
atitude bem razodvel. Afinal de contas, nio € s6 “poligono” que quer dizer
tanto a linha poligonal como a regido que ela limita. Também poliedro,
prisma, cilindro, esfera, etc. as vezes sio superficies (pois t€m drea)
e as vezes sdo corpos solidos, pois tém volume. No caso da esfera, a
palavra bola pode ser usada para significar o sélido, ficando esfera para
a superficie, mas nos outros casos ndo hd distingéo.

O melhor a fazer na sala de aula € aceitar a terminologia do livro
adotado, que deve ser sensata. (Se ndo for, troque de livro.) Caso ache
necessdrio, esclarega aos alunos que a nomenclatura ndo € universal, ha-
vendo quem prefira outros nomes para indicar as mesmas coisas.

O mais importante € ser coerente com a linguagem que vocé escolheu,
a fim de evitar mal-entendidos. Lembrar sempre o que Humpty Dumpty
falou para Alice (no Pais das Maravilhas): “Quando eu uso uma palavra,
ela significa exatamente aquilo que éu decidi que ela significasse — nem
mais nem menos”. (E lembrar também de avisar aos seus ouvintes qual
foi esse significado escolhido.)
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6. Que significa a igualdade } =0,111...?

Esta € uma das dez perguntas que apresentei no folheto de langamento da
RPM, visando dar uma idéia de como seria a se¢io “Conceitos e Con-
trovérsias” da nova Revista.

Depois disso, os leitores Mario Servelli Rosa (de Sio Paulo, SP),
Eliane M.S. Montese Silva (de Ubd, MG) e Leni Brandio Barletta (de
Braganga Paulista, SP) escreveram pedindo que eu esclarecesse o sentido
de igualdades do tipo 1 =0,999... ou 32,8 = 32,7999..

H4, de fato, motivo para pcrplcmdade nas fomlulas acima, Exaum-
nemos, uma a uma, as igualdades

1
5 =01l
1=0,99..
32,8 = 32,799...

Na primeira delas, temos uma fragio ordindria irredutivel, cujo de-
nominador ndo € uma poténcia de 10, igual a algo que nos parece uma
fragdo decimal. Na segunda, temos um ndmero inteiro igual a uma fragéo
decimal (ou algo semelhante). Na terceira, vemos duas fragSes decimais
de aspectos diferentes mas declaradas iguais.

Certamente hd razdo para duvidas. Como ensinar isso a nossos alunos
sem antes entendermos bem o que estamos querendo ensinar?

O problema todo se situa nas expressdes que parccem nos segundos
membros das igualdades acima: as chamadas “dizimas periddicas™. Se as
interpretarmos corretamente, as dificuldades desaparecerio.

As dizimas periddicas surgiram como um recurso para SOCOMET a
quem procura realizar a tarefa impossivel de transformar certas fragGes
ordindrias, como 1/9, 3/11 ou 4/15 em fragoes decimais.

Uma fragﬁo decimal €, por definig@o, uma fragdo (ordinaria) cujo
denominador € uma poténcia de 10. Assim, por exemplo, 3/10,152/100
e 13/1000 sfio fragBes decimais.

Algumas fragdes, como 3/5, 7/20 e 6/25, ndo sdo, estritamente
falando, decimais (pois seus denominadores ndo sfo poténcias de 10) mas
podem ser escritas como (isto é, sdo equivalentes a) fragdes decimais.
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- Assim, temos

3 6 7 35 6 24

- — e —=—1.
5 107 20 100 25 100

~ Por outro lado, ndo existe fragio decimal alguma equivalente a fragio
irredutivel 3/11. Com efeito, as dnicas fragbes equivalentes a 3/11 sdo
as da forma 3n/11n, obtidas multiplicando-se o numerador 3 e o deno-
minador 11 pelo mesmo nimero natural n. Ora, qualquer que seja mossa
escolha de n, 0 denominador 11n jamais serda uma poténcia de 10. O
mesmo raciocinio se aplica as fragdes 1/9 ¢ 4/15.

Mais geralmente, o argumento acima prova que uma fragio irredutivel
cujo denominador contenha algum fator primo diferente de 2 ou 5 nfio é
equivalente a uma fragio decimal. (Pois 2 ¢ 5 sd0 0s Unicos fatores primos
que ocorrem numa poténcia de 10.)

Desde a publicagio da Aritmética do holandés Simon Stevin (em
1585), sabe-se da grande vantagem pratlca das fragdes decimais. B ficil
escreve-las; € trivial compard-las; € muito mais facil realizar com elas
as operagOes aritméticas usuais do que efetuar as mesmas operagoes com
frages ordindrias (principalmente somar e subtrair).

Pode-se mesmo dizer, sem cometer exagero, que o uso das fragoes
decimais foi um grande fator de progresso para a Astronomia, para a
Navegagio e, consegiientemente, para a Humanidade, de um modo geral.
Para que tal adogdo se desse foi necessdrio, entretanto, encontrar um meio
de representar qualquer fracdo sob forma decimal.

Um momento: ndo vimos acima gque nenhuma fragio decimal € equi-
valente 2 3/11? E verdade. Mas, mesmo assim, 3/11 pode ser escrita “sob
forma decimal”. O segredo estd em admitir fragdes decimais iimitadas.

Vejamos como.

A maneira bem conhecida de transformar uma fragdo ordiniria como
3 / 11 em fragio decimal consiste em escrever 3 como 3,0 ou 3,00 ou
3,000 etc (0 nimero de zeros fica a nosso critério) e efetvar a divisdo por
11. Se tomarmos 4 zeros, por exemplo, obteremos © quociente 0,2727 e,
no lugar do resto, aparece o algarismo 3. Isto quer dizer gue o resto €
0, 0003 (ji que fomos até décimos milésimos). Como o dividendo € igual
ao divisor vezes o quociente mais o resto, emos

3,0000 = 11 x 0,2727 + 0,0003.
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Dividindo ambos os membros desta igualdade por 11 e escrevendo

0, 0003 sob forma de fragfio ordindria, obtemos:
. . 3 3
11 0,2727 + 110000

Isto quer dizer que, se substituirmos a fragdo ordindria 3/11 pela
fragdo decimal 0, 2727, cometeremos um erro igual a 3/110000.

O mesmo raciocinio mostra que, em geral, s em lugar de 3f 11
escrevermos a fragdo decimal 0,2727...27 (com o “periodo” 27 repetido
n vezes) ¢ erro cometido serd uma fragio cujo numerador é 3 e cujo
denominador € 11 x 102", Este erro se torna cada vez menor, a medida
que n cresce. Tomando n suficientemente grande, podemos tornar o erro
tdo pequeno quanto desejemos.

Assim, as fra¢Bes decimais

(*) 0,27 0,2727 0,272727 etc.

constituem valores aproximados da fragdo ordindria 3/11. Quanto maior
for o nimero de algarismos decimais tomados, menor serd o erro cometido
(isto &, melhor serd a aproximagao). Por isso, quando escrevemos

3
o = 0,2727..

ndo estamos afirmando que 3/11 = 0,2727. As reticéncias no fim do
simbolo 0,2727... significam que ele ndo representa uma dnica fragio
decimal mas a seqii€ncia infinita de fragdes decimais (*) acima, as quais
sio valores aproximados de 3/11.

- . — - - ]_
A luz dessas consideracGes, analisemos a igualdade 5= 0,111...
Temos a seqiiéncia infinita de fragdes decimais

0,1 0,11 0,111 0,1111 etc.

Cada uma dessas fragdes decimais ¢ um valor aproximado para 1/9.
Tomando um ndmero suficientemente grande de algarismos decimais, po-
demos tornar esta aproximagio tio precisa quanto desejemos. Por exem-
plo, escrevendo 0,11111 em vez de 1/ 9 estaremos cometendo um erro
igual a
11111 1

1
9 100000 _ 900000

1
g —0,11111 =
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Explicacio aniloga vale para a igualdade 1 = 0,999... A seqiiéncia
infinita de fragbes decimais

0,9 0,99 0,999 0,999 etc

fornece valores aproximados para o mimero 1. Por exemplo, a diferenga
1 - 0,999999 € igual a 1 milionésimo. :

Finalmente, a igualdade 32,8 = 32,799... significa que a diferenga
entre 32,8 € 32,799...9 (com n algarismos iguais a 9) pode ser tornada
tio pequena quanto se deseje, desde que se tome um nimero n suficien-
temente grande.

Com esta discussfo, esperamos ter esclarecido o significado da igual-
dade que encabeca este tépico, bem como das outras duas, sugeridas pelos
colegas que nos escreveram.

Mas, para encerrar 0 assunto, convém lembrar que nem todas as
fragBes decimais infinitas sdo periddicas.

A periodicidade s6 aparece quando procuramos representar uma fra-
¢do ordindria (nimero racional) sob forma decimal. Mas hé certos niime-
ros importantes em Matemadtica, como 7, e, V2, etc que ndo sdo racionais,
isto €, ndo podem ser expressos como quociente de dois nimeros naturais.
Eles sdo chamados ntimeros irracionais. Cada um deles € representado
por uma fragdo decimal infinita ndo-periédica.

Vejamos 7, por exemplo. Este nimero €, por defini¢do, a drea de um
circulo de raio 1 (ou, se preferirem, o comprimento de uma circunferéncia
de raio 1/2).

Inscrevendo no circulo de raio 1 poligonos regulares cujo nimero
de lados tomamos cada vez maior, as dreas desses poligonos representam
valores aproximados para a drea do circulo, isto é, para o nimero 7.

Por esse método, ou por outros métodos muito mais sofisticados,
conhecem-se hoje valores aproximados de 7 com erros extremamente pe-
quenos. Mais ainda: desde o tempo de Arquimedes (cerca de 250 anos
antes de Cristo) se conhecem algoritmos (isto €, processos sistematicos
de célculo) que permitem determinar fragdes que aproximam 7 com a
precisdo que se deseje.

Quando, por exemplo, escrevemos T = 3,14159265... devemos
entender que o segundo membro desta igualdade representa uma seqiiéncia
infinita de fragbes decimais cujos primeiros termos sdo

3 3,1 3,14 3,141 3,1415 3,14159 etc.
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Cada fraglo desta seqii€ncia representa um valor aproximado de 7,
ou seja, da drea do circulo de raio 1. Além disso, os algarismos de
cada fragio sdo exatos, isto €, 56 se pode obter uma aproximagio melhor,
por falta, acrescentando novos algarismos decimais, sem alterar os que jd
estio ld. Na seqgiiéncia acima ndo haverd periodicidade, uma vez que j4 foi
demonstrado (de maneira tedrica, com base na Andlise Matemdtica) que
7 ndo € um nimero racional. Consideragdes andlogas podem ser feitas
sobre os mimeros e, /2, eic.

7. Duavidas sobre dizimas

A transformagio de fragdes ordinfirias em decimais, dando origem ao
fendbmeno curioso das chamadas dizimas periodicas, é sem divida um
assunto que provoca quesides, suscita controvérsias e gera problemas. Al-
guns colegas #@m escrito com perguntas sobre o assunto.

Duas das mais interessantes enire essas perguntas foram feitas por

Sun Hsien Ming, de Sdo Paulo, SP.

Elas sao:

1%) Existe alguma fragio ordindria tal que, dividindo-se o numcrador pelo

denominador, obtenha-se a dizima periddica 0,999 .

A resposta é NAO. Se @ e b forem nimeros naturais com afb =
0,999... entdo 10a/b = 9,999... Subtraindo membro a membro estas
igualdades vem 9a/b = 9, donde a/b = 1, isto €, @ = b. Mas € claro
que, dividindo a por a obteremos 1, e nio 0,999. ..

Na realidade, existe um modo meio heterodoxo de dividir a por a ¢
obter 0,999... como quociente. Normalmente, numa divisdo, exigimos
que o resto seja inferior ao divisor. Se admitirmos, restos iguais ao divisor,
ao efetuar uma divisio, por exemplo, de 7 por 7 teremos

70 | 7
70  0,9999
70

7

Uma pergunta semelhante (mais geral) com a mesma resposta, po-
deria ter sido feita: ao transformar uma fragdo ordindria a/b em decimal,
por meio da divisdo prolongada, pode-se obter no quociente uma dizima
periddica que termine com 999...7 Por exemplo, pode-se encontrar um
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quociente igual a 0,7499...7 Se fizermos a divisdo como de costume
(resto sempre menor do que divisor) a resposta € nio. Mas, se admitir-
mos restos iguais ao divisor, dividindo 3 por 4 obteremos 0, 74999. ..
como se vé na conta seguinte

30 | 4
20  0,7499
40

40

4

Qutra maneira de mostrar que, dividindo-se (da maneira correta) a
por b nunca se chega a uma dizima de periodo 9 € a seguinte. Suponhamos,
inicialmente, que 0 < & < 10, isto €, que b tenha apenas uym algarismo.

- Na divisio prolongada de @ por b, a partir do momento em que se baixa

o primeiro zero ja nfio se pode mais obter 9 no quociente. Plor exerr_lplo,
suponha & = 7. No final da divisio, o maior resto possivel seria 6:
Baixando-se um zero tem-se 60, que dividido por 7 dé 8, e nao 9. Dai
por diante, continua-se a baixar zeros e nunca mais se encontra 9 no

quociente. Se o nimero b tiver dois algarismos, pode ser que, ao baixar

o primeiro zero, se encontre 9 no quociente. Mas do segundo zero em
diante o maior algarismo do quociente serd 8. Por exemplo, se vamos
transformar 47/12 em fragio decimal, fazemos a conta abaixo:

47 | 12
110 3,916
020

80

8

que nos conduz i dizima periddica 3,91666... Note que obtivemos um
9 depois de baixar o primeiro zero. o

A situagdo € geral: se b tem n algarismos decimais, ao dividirmos
continuadamente a por b poderemos, no miximo, encontrar 7z — 1 vezes
o algarismo nove depois que baixarmos o primeiro zero. Nunca se obtém
uma dizima cujo periodo seja 9.
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A segunda pergunta de Sun Ming é:

22) O fato de a mesma frago ordindria poder ter duas representagdes
_decimais distintas (como 2/5 = 0,4000...=0,3999...) ndo apre-
senta inconveniente nem origina paradoxos?

No item nimero 6 destes “Conceitos e Controvérsias™ estd escrito
que as fra¢des ordinarias que, a0 serem transformadas em decimais, tém
um desenvolvimento limitado (isto &€, o processo continuado de divisdo do
numerador pelo denominador conduz eventualmente a um resto zero) sio
aquelas que, postas sob forma irredutivel, apresentam no denominador o
produto de uma poténcia de 2 por uma poténcia de 5. Todas essas fragdes
irredutiveis do tipo m /2% - 5b podem ser representadas de duas maneiras
diferentes como fragdo decimal.

Por exemplo, temos 1/4 = 0,25 = 0,24999... ou 2/5 = 0,4 =
0,3999..

A regra geral € ficil: toda fragio decimal “exata” pode ser também
escrita como dizima periodica subtraindo-se uma unidade do seu iltimo al-
garismo niio nulo e acrescentando-se uma seqii€ncia infinita de algarismos
9.

Seria bom que a corréspondéncia entre numeros racionais e fragdes
decimais periddicas (dizimas) fosse biunivoca. Mas ndc €. Caso insista-
mos muito em ter sua biunivocidade, vamos ter que fazer um sacrificio
para obté-la. Um sacrificio possivel seria abster-se de considerar deci-
mais “exatas”, substituindo sempre todas as fragdes do tipo 5,183 por
5,182899... (por exemplo). O outro seria excluir as dizimas que termi-
nam com uma fileira de noves, substituindo-as sempre pela decimal exata
obtida suprimindo os nove ¢ somando 1 ao dltimo algarismo que os pre-
cede; isto corresponderia a escrever sempre 0, 7 em vez de 0,6999... Ne-
nhuma dessas escolhas € muito natural. Por isso me parece mais razodvel
que nos resignemos com a falta de biunivocidade. H4 coisas piores no
mundo.

8. Voltando a falar sobre dizimas

J4 escrevemos duas vezes sobre este tdpico nesta segio.

Restam porém alguns fatos que ainda ndo foram esclarecidos aqui.
Procuraremos agora completar a discussdo analisando-os.

Usualmente, as propriedades das dizimas periddicas sdo estabelecidas
a partir do algoritmo de divisio prolongada, usado para transformar uma
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fragdo ordindria em decimal, no qual se acrescentam sucessivos zeros ao
dividendo para continuar o processo de divisdo. Os resultados obtidos sio
os seguintes:
1. Uma fra¢do ordindria irredutivel p/q, quando transformada em deci-
mal, gera uma fragio decimal exata (finita) ou uma dizima periddica.
O primeiro caso ocorre quando ¢ € da forma 2™5" e o segundo
quando ¢ ¢ divisivel por algum ntimero primo diferente de 2 ou 5.
2. Quando o denominador g € primo com 10, a dizima periddica gerada
pela fraciio irredutivel p/q € simples, isto &, o periodo comega no
primeiro algarismo decimal.
3. Se o denominador ¢ € divisivel por 2 ou por 5 ¢, além disso, por outro
nimero primo, a dizima periédica gerada pela fragdo irredutivel p/q
é composta, isto é, a parte decimal comega com alguns algarismos
ndo periédicos, seguidos dos algarismos periddicos. O numero de
algarismos nfio periédicos é igual ao maior expoente de uma poténcia
de 2 ou de 5 pela qual g € divisivel.
Seguiremos um caminho diferente do uswal para chegar a esses re-
sultados. Tomaremos como ponto de partida os dois lemas abaixo.

Primeiro Lema. Todo nitmero natural q, primo com 10, tem um milltiplo
cuja representacdo decimal é formada apenas por noves.

Demonstra¢cdo: Ha uma infinidade de mimeros, tais como 9,99, 999,
etc, formados apenas por algarismos 9. Quando divididos por g, esses
nimeros deixam restos que vio de 0 a ¢ — 1, a0 todo um niimero finito
de restos possiveis. Logo, existem dois nimeros formados por noves, 0§
quais divididos por g deixam o mesmo resto. A diferenga entre esses dois
ntimeros €, por um lado, divisivel por ¢ e, por outro lado, um nimero
formado por uma série de nove seguidos por uma série de zeros. Tem-
se entio n - ¢ = 99...90...0 = 99...9 x 10™. Assim, g divide o
produto 99...9 x 10™ e, como é primo com 10™, concluimos que ¢
divide 99...9.

Observacio: O primeiro lema continua vilido (com a mesma demons-
tragiio) se, em vez de 9, tomarmos qualquer algarismo decimal diferente
de 0. Nossa preferéncia por 9 serd justificada logo mais.

Segundo Lema. Todo mimero natural q tem um rmilltiplo cuja represen-
tacdo decimal é formada por uma série de noves seguidos por uma série
de zeros. O menor miltiplo de ¢ desta forma termina com um niimero de
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zeros igual ac maior expoente de uma poténcia de 2 ou 5 pela qual g é
divistvel. :

Demonstragio: Temos g = 2% - 5% - ¢, onde ¢’ € primo com 10. Para
fixar idéias, suponhamos a > 5. Entio a é o maior expoente de uma
poténcia de 2 ou 5 pela qual ¢ € divisivel. Seja n 0 menor nlimero natural
tal que n- ¢’ = 99...9. Entdo o menor maltiplo de g formado por noves
seguidos de zeros &

5“'b-n-q= 10 .n¢' =99...90...0  (com a zeros no final).

Desses lemas resulta imediatamente o

Teorema. Toda fracdo irreduttvel p/q é equivalente a uma fragdo
cujo denominador tem uma das formas 10...0,99...9 01 99...90...0.
QOcorrem os seguintes ¢asos:

1) Se g =2%-5% entdo g =

16..07
2) Se q é primo com 10 entdo g = 5o’
3) Seq=2° . 5b q" onde ¢' ¢ primo com 10, entdo g = —"""—99_"20,,.0-

Nos casos I e 3), se o numerador n ndo terminar em zero, o niimero
de zeros do denominador ¢ igual ao maior dos expoentes a ou b.

Demonstragao:  Basta multiplicar ¢ numerador ¢ o denominador da
fragdo p/q pelo mesmo nimero, escolhido de modo que o novo deno-
minador tenha a forma desejada, o que é possivel em virtude dos lemas
anteriores.

Na pritica, suponhamos dada a fragio 2/37. Para obter uma fragfo
do tipo n/99...9 equivalente a ela, devemos efetuar a divisdo prolon-
gada de 99 por 37, acrescentando NOVES ao dividendo até obtermos um
resto igual a zero! Isto € sempre possivel, em virtude do primeiro lema.
Vejamos:

99 | 37
259 27
27
00

Entdo 37 x 27 — 999 ¢ daf = — 2 X2 _ 54
37 3T =27 999
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Se a fragio dada for, por exemplo, 3/260, estamos no caso 3) ¢
facilmente o reduzimos ao anterior. Temos 260 = 2% x 5 x 13, Comegamos
com 3/13. A divisio prolongada (acrescentando-se noves ao dividendo)
nos da:

99 | 13
089 76923
119
029
039
00
Portanto 13 x 76923 = 999999. Dai resulta que
3 3 15 15 x 76923 1153845

260 20 X 13 100 X 13 100 x 13 x 76923 99999900

Vejamos agora o que acontece quando se procura transformar a fragio
ordindria p/q em decimal. Em primeiro lugar, se ¢ = 2% - 5% entio
plg=55"%.p/10% sc a > be pfg =270 pf10® se b > a. Neste
caso, obtemos uma decimal exata, ou finita.

Em seguida, suponhamos que o denominador g da fragdo p/q seja
primo com 10. Pelo teorema acima, p/q € equivalente a uma fragdo
da forma n/99...9. Sem perda de generalidade, podemos supor que a
fragdo dada ¢ prépria. Se p/q for imprépria, separamos a parte inteira
para colocar antes da virgula.

E neste ponto que se Tevela a importancia do algarismo nove nas
consideragdes sobre passagem de fragio ordindria a decimal e vice-versa.

Temos a fragao nf99...9, cujo denominador tem m algarismos
iguais a 9. Sendo ela propria, seu numerador n é um nimero de, no
médximo, m algarismos. Completando-o com zeros & esquerda, podemos
admitir que n tem exatamente m algarismos. Com esta convengio, pode-
mos afirmar que, transformando n/99...9 em fragio decimal, obtemos a
dizima periédica 0,nnn...

Por exemplo, 5/9 = 0,555...,5/99 = 0,050505...,13/999 =
0,013013013... etc.

A prova dessa afirmagdo se baseia na férmula que dd a soma dos
termos de uma progressio geoméirica ilimitada. Segundo ela, se 0 < a <
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1 entio

a
—— =a+t+a’+a*+...
l1-a

Em particular, temos:

§= 5 =B X ! -——5><—1/y-)—-
g 10-1 10 — 1 1-1/10
25.(_1-+i+i+...)
10 102 10°
=%+1—(5]5+%+...=0,555...
13_ 18 .. 1/1000
999 1000—1 1~ 1/1000
:13-(i+i+~1—+---)
10 10% © 10°
= 0,013013013...

Finalmente, se a fragio prépria irredutivel p/q tem o denominador
g divisivel por 2 ou por 5 ¢, além disso, por ouwro primo diferente des-
tes, entdo p/q ¢ equivalente a uma fragdo do tipo n/99...90...0 onde
podemos admitir que o numerador n nio termina em 0. Neste caso, ao
transformar p/q em decimal, obtemos uma dizima periédica composta na
qual a parte ndao periddica tem tantos algarismos quantos 53¢ 08 zeros do
denominador acima. Para ver isto, basta escrever (supondo que sio m
ZETOS):

n B 1 ( n )
99...90...0 10™ \99...9

€ recair no caso anterior. Evidentemente, n/ 99...9 agora pode nfo ser
uma fragio propria mas sua parte inteira tem no miximo m algarismos
(4 que a fragdio original era prépria). Entdo, completando a parte inteira
de n/99...9 com zeros i esquerda, podemos admitir que ela tem m
algarismos e estes serdo precisamente os algarismos ndo periddicos. Este
caso fica bem mais ficil de entender com alguns exemplos concretos,
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como 0§ que mostramos abaixo

501
Bl B o ss5...=0,2855. .
90 10 9 10 79 10

2 L il 0,444, =0,00444...
900 100 9 100
3% 1 358 1 61 1

_ — 32 & % 3.6161...=
9900 100 S99 100 <°99 100 %

— 0,036161...

O problema inverso, de “achar a geratriz”, € Obvio no caso de uma
dizima periodica simples. Basta inverter as igualdades do tipo

71
— =0, 717171...
99 !

lendo-as da direita para a esquerda.

Para uma dizima periédica composta, a regra € mais elaborada. Como
dizem os antigos compéndios, “a geratriz de uma dizima perniddica com-
posta € uma fragio cujo numerador € igual & parte ndo pericdica seguida de
um perfodo menos a parte ndo periddica; seu denominador € um mimero
formado por tantos noves quantos sao os algarismos periodicos, seguidos
de tantos zeros quantos sdo os algarismos de um periodo™. Assim, por

exemplo:
_ 57421 — 57 57364

0,57421421... = — e = oo
A prova disto € bem conhecida: se z = 0,57421421... entdo
100z = 57,421421 ... = 57 + i;—g% =57+ -1—033—1_1-
57000 — 57 +421 _ 57421 — 57
B 999 999 7
logo & = 57421 — 57
99900

Se g é primo com 10, sabemos que a fracio prépria irredutivel p/g
gera uma dizima periGdica simples. Que se pode dizer a respeito do
nimero de algarismos do periodo? Tomamos ¢ menor nimero da forma
99...9 que seja miiltiplo de ¢. Digamos que o niimero de noves ai seja
m. Entdo temos n-q¢ = 99...9 = 10™ —1 donde 10" = ng+1. Eviden-
temente, m € o nimero de algarismos do periodo. E a dltima jgualdade
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mostra que m € também 0 menor expoente tal que 10™ dividido por ¢
deixa resta 1. Esta caracterizagio do nimero de algarismos de periodo
ndo € muito interessante porque ndo € pratica. (Sua major vantagem &
mostrar que tal nimero depende apenas do denominador.) Mas conduz
a uma informagdo valiosa, que & a seguinte. Em Teoria dos Ndmeros
costuma-se indicar com o simbolo ¢(g) o mimero de inteiros inferiores a
g ¢ primos com ¢q. Evidentemente, se g € primo, ¢{g) = ¢ — 1. Noutros
casos, temos {9) = 6,(,0%6% = 1,¢{21) = 12. Prova-sc entio que se ¢
€ primo com 10 entdo 10¥'9) deixa resto 1 quando € dividido por ¢. Dai
resulta que, se continuarmos chamando de m o menor nimero natural tal
que 10™ deixa resto 1 quando dividido por g, (ou seja, m é o nimero
de algarismos periddicos da fragio decimal igual a p/q) entdo m € um
divisor de ©{q).

E fécil provar que ¢(g) ¢ maltiplo de m. Dividindo ¢(q) por m,
sejam a o quociente e 7 o resto. Temos ©(g) = am+r,com 0 <r < m.
Segue-se que

1099 = 10*™ . 10" = (10™)% . 10"

Como 10¥(%) e 10™ deixam resto 1 quando dividido por g, segue-se
que o mesmo ocorre com 107, Mas, sendo » < m, isto s6 acontecerd se
for r = 0.

Assim, o nimero de algarismos periddicos da dizima gerada por p/q
€ um divisor de ©(g). Por exemplo, temos ©(13) = 12,(23) = 22 ¢
1 / 13,1/23 geram dizimas com 6 e 22 algarismos no perfodo, respecti-
vamente, Qutro exemplo: a fragdo 1/29 gera uma dizima cujo periodo
tem um nimero de algarismos que divide ¢(29) = 28. Tal nimero deve
portanto ser 1, 2,7, 14 on 28. O leitor estd convidado a decidir qual desses
palpites € correto.

Para encerrar, uma observagio sobre o primeiro lema. Ele pode ser
demonstrado como conseqii€ncia da férmula da geratriz de uma dizima
periGdica simples. Com efeito, dado ¢ primo com 10, desenvolvemos a
fragéio 1/9q como dizima perigdica (simples) e tomamos a geratriz dessa
dizima, obtendo uma fragdo do tipo n/99...9. Por conseguinte 1/9g =
n/99...9. Dai 9n-¢q = 99... e, simplificando, n-¢g = 11...1. Isto
diz que todo niimero ¢, primo com 10, tem um miltiplo formado apenas
por algarismos 1 em sua representagio decimal. Daf resulta que, seja qual
for o algarismo a, podemos obter um muiltiplo de ¢ da forma aa...a.
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Originalmente, eu pensava em apresentar essc lema como aplicacdo do
processo de achar a geratriz de uma dizima periédica. Depois resolvi
inverter a ordem ¢ deduzir as propriedades das dizimas a partir do lema.
A demonstragido do primeiro lema foi-me comunicada por Ralph Costa
Teixeira.

Qutra alternativa para demonstrar 0 primeiro lema consiste em con-
siderar as poténcias de 10 em vez dos mimeros 9, 99, 999 etc. Como hd
infinitas poténcias ¢ apenas um nimero finito de restos possiveis quando
as dividimos por ¢, segue-se que hd duas poténcias, digamos 10F e
10™1P que divididas por ¢ deixam ¢ mesmo resto. Logo 10™+F — 10P
= 107(10™ — 1) é miltiplo de ¢. Como ¢ é primo com 10, segue-se que
10™ — 1 =99...9 é miltiplo de q.

9, 2+3v—1ou 3+ 2y/~1: Qual destes nimeros ¢ o maior?

Resposta: nenhum dos dois, porque o corpo C dos numeros complexos

nio € ordenado.

Lembremos que um conjunto X diz-se ordenado quando estd definida
entre seus elementos uma relagio de ordem, ou seja, uma relagio bindria
T < y, com as seguintes propriedades:

01) Dados arbitrariamente z ¢ ¥y em X, ou se tem z < ¥y, ou y <
z, ou z = y, cada uma dessas possibilidades excluindo as demais
(tricotomia).

02) Se z < yey < zentio z < z (transitividade).

Posta esta defini¢do, cabe a pergunta: o que impede alguém de or-
denar o conjunto C dos niimeros complexos? Por exemplo, o que estara
errado se tomarmos em C a “ordem do diciondrio”? Esta ordem € a se-
guinte: dados os nimeros complexos w = & + bi e 2 = ¢ 4 dv (onde
i = +/—1), escreve-se w < z quando a parte real de w € menor do que
a de z (isto €, quando a < ¢) e, naturalmente, poc-se z < wse e < a
Quando, porém, se tem @ = ¢, apela-se para a parte imagindria, ou seja,
diz-se que w < 2z quando b < d e z < w no caso de d < b. As proprie-
dades O1 ¢ 02 sdo facilmente verificadas para a ordem do diciondrio, logo
ela torna o conjunto C dos mimeros complexos um conjunto ordenado.

E agora?

Nio hd contradigdo. Qualquer conjunto pode ser ordenado (de muitas
maneiras). Mas a resposta acima diz que C ndo € um corpo ordenado.
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Entre os nimeros complexos estio definidas duas operagoes, adi¢io
e multiplicagdo, as quais sdo comutativas, associativas e a multiplicagio
€ distributiva relativamente 4 adi¢do. Além disso, todo nimero complexo
z possui um inverso aditivo —z, caracterizado pela igualdade —2 + 2z =
0. E todo complexo z # 0 tem um inverso multiplicativo 271, tal que
zz~! = 1. Por causa dessas propriedades diz-se que o conjunto C dos
numeros complexos € nm corpo.

O conjunto @ dos niimeros racionais e o conjunto R dos niimeros reais
também sfio corpos em relagdo as operagbes de adicio ¢ multiplicacdo
nsuais.

Um corpo ordenado € um corpo no gual se definin uma relagio de
ordem “compativel” com as operagdes de adi¢do e de multiplicagdo, ou
seja, com as seguintes propriedades:

CO1) Se z < y entdo z + 2 < y + 2 para todo 2z no corpo;
Q02) Se z < y entdo £z < yz para todo 2z > 0 no corpo.

Por exemplo, a definigdo “z < y quando y—x € um numero positivo”
faz do corpo R dos nimeros reais um corpo ordenado (0 mesmo ocorrendo
com o corpo @@ dos racionais).

Por outro lado, a ordem do diciondrio, que definimos acima no
conjunto C dos mimeros complexos, nio faz de C um corpo ordenado.

Com efeito, ela cumpre a condigdo CO1), ou seja, € compativel com
a adi¢do de nimeros complexos, mas ndo cumpre a condi¢do CO2).

Para comprovar esta afirmagdo, observemos primeiro que, na ordem
do dicionério, os nimeros complexos maiores do que zero sdo 0s que ou
t€m parte real positiva ou sdo da forma z = 0+ & = bi com b > 0.
Em seguida, notemos que vale 2 + 3t < 3 + 21 na ordem do dicionirio
mas, multiplicando ambos os membros desta desigualdade pelo nimero
complexo “positive” 2— 37 obtemos 13 < 12 - 5z, uma desigualdade falsa
na ordem do dicionario.

A resposta que demos no inicio significa que NENHUMA relagio de
ordem entre os numeros complexos pode tornar C um corpo ordenado.
Como se prova isto? De modo simples, como conseqiiéncia dos seguintes
argumentos:

a) Num corpo ordenado, tem-se £ > 0 se, e somente se, —x < 0.

Com efeito, supondo & > 0 e somando —z a ambos 0s membros,
obtém-se 0 > -z, ou seja, —z < 0. Reciprocamente, se —z < 0,
somando z a ambos os membros vem 0 < z, ou seja, £ > 0.
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b) Num corpo ordenado, o quadrado de todo elemento nio nuio € posi-

tivo, isto €, z # 0 implica z2 > 0.

Com efeito, sendo z # 0, deve-se ter > 0 ou z < 0. No primeiro
caso, multipticando ambos os membros da desigualdade z > 0 pelo ele-
mento positivo z, obtemos £Z > 0. No segundo caso, segue-se de a) que
—z > 0. Pelo primeiro caso, tem-se (—z)? > 0. Mas (—z)? = 22, logo
£2 > 0 em qualquer caso.

¢) Em todo corpo ordenado, 1 € positivo, logo —1 € negativo.

Com efeito, 1 é o quadrado de 1, logo 1 > 0 (por b)) e dai —1 <0
(por a)).

d) Nenhuma relacic de ordem torna o corpo € dos nimeros complexos
um corpo ordenado,

Com efeito, temos —1 = 32. Se C fosse um corpo ordenado, o
nimero —1 seria negativo em virtude de ¢) e positivo em virtude de b),
uma contradigio.

10. O niimero e: por qué?

A nogio de logaritmo quase sempre nos ¢ apresentada, pela primeira vez,
do seguinte modo: “o logaritmo de um nidmero y na base a € o expoente
z tal que a® = y".

Segue-se a observagdo: “os nimeros mais freqiientemente usados
como base de um sistema de logaritmos sdo 10, que € a base do nosso
sistema de numeracéo, e 0 nimero € = 2,71828182...". Isto nos deixa
intrigados.

De safda, uma pergunta ingénua: esta regularidade na seqii€ncia dos
algarismos decimais deste nimero persiste? Nao. Apenas uma coincidén-
cia no comego. Um valor mais preciso seria e = 2, 718281828459. ...

Nio se trata de uma fracio decimal periédica. O niimero e € irracio-
nal, isto &, ndo pode ser obtido como quociente e = p/q¢ de dois inteiros.
Mais ainda: € um irracional transcendente. Isto significa que néo existe
um polinémio P(z) com coeficientes inteiros, que se anule para = e.

Por que entdo a escolha de um nimero tdo estranho como base de
logaritmos? Mesmo depois de aprender que

1 n
¢ = lim (1+—) ,
fi— oo n

a indagagio ainda persiste: o que faz esse mimero tdo importanie? Isto €



174 Conceilos & Controvérsias

0 que procurarei Tesponder aqui.

Talvez a resposta mais concisa seja que o nimero € € importante
porque € inevitivel. Surge espontancamente em virias questdes bdsicas.

Uma das razdes pelas quais a Matematica € 1til as Ciéncias em ge-
ral esta no Cilculo (Diferencial e Integral), que estuda a variagdo das
grandezas. E um tipo de variagd@o dos mais simples ¢ comumente encon-
trados € aquele em que o crescimento (ou decrescimento) da grandeza em
cada instante € proporcional ao valor da grandeza naquele instante. Este
tipo de variagao ocorre, por exemplo, em questdes de juros, crescimento
populacional (de pessoas ou bactérias), desintegragdo radioativa, etc.

Em todos os fendmenos desta natureza, 0 nimero € aparece de modo
natural e insubstituivel. Vejamos um exemplo simples.

Suponhamos que eu empreste a alguém a quantia de 1 cruzeiro a juros
de 100% ao ano. No final do ano, ¢ssa pessoa viria pagar-me ¢ traria 2
cruzeiros: 1 que tomara emprestado ¢ 1 de juros. Isto seria justo? Nio,
O justo seria que eu recebesse e cruzeiros. Vejamos por que. Se meu
cliente viesse me pagar seis meses depois do empréstimo, eu receberia
apenas 1 + 1/2 cruzeiros. Mas isto quer dizer que, naquela ocasifo, ele
estava com 1 + 1/2 cruzeiros meus e ficou com esse dinheiro mais seis
meses, a taxa de 100% ao ano, logo deveria pagar-me

1+1+-1- 1+1 = 1+1 x 1+-1- = 1—|—1 ’ Cruzeiros
2 2 2/ 2 2/ 2

no fim do ano, Isto me daria 2,25 cruzeiros mas, mesmo assim, eu nio
acharia justo.

Eu poderia dividir o ano num nimero arbitrdrio n de partes iguais.
Transcorrido o primeiro periodo de (1 ano)/n, meu capital emprestado es-
taria valendo 1+1/n cruzeiros. No fim do segundo periodo de (1 ano) /n,
eu estaria com (1 + 1/n)? cruzeiros, e assim por diante. No fim do ano
eu devia receber (1 + 1/n)" cruzeiros. Mas, como eu posso fazer esse
raciocinio para todo n, segue-se que o justo e exato valor que eu deveria
receber pelo meu cruzeiro emprestado seria

m (143) e o
lim {1+ —] =e€ cruzeiros.
T~ 00 n

Mais geralmente, se eu empresto ¢ cruzeiros a juros de k% ao ano,

transcorridos ? anos eu devo receber de volta ¢ - et cruzeiros, onde o =
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k/100. Para maiores detalhes ¢ outros exemplos, relativos a desintegragio
radioativa, crescimento populacional, etc, veja o livrinho “Logaritmos”, de
minha autoria. :

Os logaritmos que €m base e sdo as vezes impropriamente chamados
de “logaritmos neperianos”. Na realidade, os logaritmos originalmente
introduzidos por Napier tinham por base o nimero @ = {1 — 1077)7.
Alifs, para sermos mais exatos, o verdadeiro “logaritmo neperiano” do

nimero z era igual a .
7
10 loga (']T):‘:) .

E mais apropriado chamar logaritmos naturais aos logaritmos de base
e. Euler os chamava de logaritmos hiperbélicos, pelo seguinte motivo.

Consideremos a fungio f:R* — R, definida por f(z) = 1/z. Seu
grifico € um ramo de hipérbole equilatera.

Para cada nimero real @ > 0, seja H a faixa de hipérbole formada
pelos pontos do plano cujas coordenadas (z,y) satisfazem as desigualda-
desO<y<l/zel<z<a(seae>Doua<z<l(scagl)

y‘l

Fipura 2.

A drea de HP € igual ao logaritmo natural de @ se fora > 1 ¢ a
esse logaritmo com sinal trocado se for @ < 1. Em particular, o nimero
e & a abscissa tal que Hf tem drea igual a 1. O fato de que a drea da
faixa de hipérbole H{ ¢ igual ao logaritmo natural de a pode ser tomado
como definicio de logaritmo e permite desenvolver a teoria, a partir daf,
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de modo simples ¢ clegante. Esta abordagem & adotada em nosso livro
acima citado.

'O logaritmo hiperbdlico pode ser caracterizado pela igualdade
log(1 + z) = z, para todo nimero infinitamente pequeno z.”

Esta frasc € de Euler. Evidentemente, na teoria habitual dos nimeros
reais, ndao ha numeros infinitamente pequenos. O que Euler quis dizer &
que log(1 + z) e z sio “infinitésimos equivalentes™ ou, de modo mais
preciso, que

. log(l+
hm —_ _g(.....+—). =1
r—0 x

Esta igualdade s6 € verdadeira quando a base do sistema de logaritmos

€ 0 nimero €. Se tomarmos logaritmos numa base & teremos

lim log(1 + z) _

T—~0 I ’

onde ¢ € o logaritmo natural de a.

Na verdade, esta férmula é um caso particular do fato de que a
derivada da fungio log z € igual a ¢/z. Aqui tomamos log z numa base
@ qualquer. Se a base for € entdio a derivada de log z serd 1/z. (No caso
geral, ¢ = log, a.)

Mais uma vez, vemos que a base e é mais “natural”.

11. Quais sdo as raizes da equacio 2% = z2?
Duas dessas raizes sio evidentes: z = 2 e £ = 4. Mas, tragando os
grificos das fungdes y = 2% e y = 22, constatamos que hd uma raiz

negativa, como se vé na figura abaixo.

X 2
Iy ¥y=2 yIx

6+

Y

A
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A propésito dessa raiz negativa, o Professor Carlos Alberio Ceotto,

de Vitdria, ES, pergunta:
12) Tal raiz é um ndmero racional ou irracional?
22) E possivel obté-la por um processo puramente algébrico?

O problema de determinar as rafzes da equagio 2% = z? me tem
sido proposto véirias vezes, em diferentes ocasides. A cuniosidade que ele
suscita talvez se¢ deva ao fato de que as pessoas geralmente s¢ sentem
inseguras quando, para resolver uma equagdo, precisam apelar para os
execraveis “métodos numéricos”.

Estamos condicionados a preferir métodos “algébricos”, formulas as-
sim como a da equagio do 22 grau, ou artificios especificos para cada
equagio gue enfrentamos. Ao adotarmos este ponto de vista, entretanto,
estamos esquecendo doas coisas:

a) Uma “férmula fechada”, como a que existe para equagdes do 22, 32
e 42 graus, € muitas vezes uma vitdria iluséria; nem sequer nos da
uma idéia da ordem de grandeza das solugoes;

b) Todo processo de resolugdo de uma equagio recai, mais cedo ou
mais tarde, num célculo numérico que dard o resultado final, com a
aproximagao desejada.

No caso em questdo, a raiz negativa da equagio 2% = 2 pode ser
obtida, de modo simples, pelo método das aproximagdes sucessivas, como
mostraremos no final desta se¢do. O resultado € x = —0, 7666646959,
com 10 algarismos decimais exatos. -

Mas antes abordaremos as perguntas feitas pelo Professor Ceotto.

A primeira resposta € negativa, isto €, a raiz negativa da equagio
proposta € um nimero irracional. Isto se prova por absurdo.

Suponhamos que p/q fosse uma frago irredutivel positiva tal que

2-p/9 — (—p/¢)?. Eliminando denominadores e elevando ambos os
membros, & poténcia g, teriamos entio 2P - p?? = ¢°P.

Ora, se p for impar, o primeiro membro desta iltima igualdade é um
Inteiro que contém um mimero impar de fatores iguais a 2 enquanto o
segundo membro contém um nimero par (talvez zero) de fatores 2. Se,
entretanto, p for par entio ¢ serd impar, logo o primeiro membro ¢ divisivel
por 2 mas o segundo ndo é. De qualquer maneira, tem-se uma contradigio:
ndo existe nimero racional 7 = pfg > 0 tal que 27 = (—r)2.

A segunda pergunta equivale a indagar se a nossa solugio negativa €
um niémero algébrico.
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Lembremos que um niimero (real ou complexo) se chama algébrico
quando € raiz de alguma equagio do tipo p(z) = 0, onde p(z) é um
polindmio com coeficientes inteiros.

Por exemplo, todo numero que se obt€ém partindo de niimeros ra-
cionais ¢ submetendo-os a um mimero finito de operagdes de adigio,
subtragdo, muitiplicagdo, divisdo e extra¢do de raizes (de quaisquer in-
dices) € algébrico. -

Um nimero que nio ¢ algébrico chama-se transcendente. Por exem-
plo, 7 ¢ € sdo nimeros transcendentes,

A resposta 3 segunda pergunta também & NAQ. A raiz negativa da
equagio 2% = z2 ndo pode ser obtida por métodos puramente algébricos
porque € um mimero transcendente.

Para provar isto, vamos ter que utilizar um resultado famoso, o Teo-
rema de Gelfond-Schneider, que diz o seguinte: '

Se a, b sio nimeros algébricos e b & irracional, entdo a® & transcen-
iente (exceto, evidentemente, quando ¢ = 0 ou a = 1).

QOra, 2 € claramente algébrico ¢, como vimos, a raiz negativa z de
inssa equacdo € irracional. Se x fosse algébrico entdo, pelo Teorema
de Gelfond-Schneider, 2% seria transcendente. Mas se « ¢ algébrico, z2
também serd. Logo ndo pode ser 2% = 22

Agora vejamos como calcular numericamente a raiz negativa da e-
quagio 2% = z2%:

Consideremos a fungdo f:[0,+00) — [0, +00), definida por f(z) =
2-%/2. Se o niimero @ > 0 for tal que f(a) = a, entdo —a serd a raiz
negativa de 2% = z2,

Para resolver equagdes da forma f(z) = z, existe um método, cha-
mado “das aproximagdes sucessivas”, que funciona muito bem gquando a
derivada da fun¢do f cumpre uma eondigdo do tipo |f'(z)] < A < 1,
onde A € constante.

No nosso caso, temos f'(z) = 1én2- e~%/2, Olhando numa tabela,

vemnos que © logaritmo natural de 2 € 0,69. Logo, podemos escrever

- €n2
A= % e ter certeza de que 0 < A < 1. Portanto |f'(z)] < A < 1 para

todo z > 0.
O “método das aproximagdes sucessivas” opera assim: comegamos
como qualquer nimero z, > 0. A seqiiéncia de aproximagdes sucessivas

21 = f(Z0)Z2 = (1), yTnas = F{Tn)s- ..
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convergird para um limite @ > 0, o qual € a tnica solugio da equagio
flz) =z o
Entdo ~a serd a vnica solugdo negativa de 2% = z“. Usando uma .
calculadora que tenha a tecla z¥, ¢ comegando com z = 0, bbtemos as
aproximag0es sucessivas
=12, = f(."b‘]_) =0, 7071067811,
s = f(.n"';g) = (, 78265402717,... ,

15 = 0, 7666646959

e, a partir dai, vém T3 = Z10 = Tag €IC.

Isto significa que aproximagOes melhores para a solugdo procurada
s6 podem ser obtidas com 11 ou mais casas decimais, enquanto nossa
calculadora sé tem 10. Na verdade, z1s é uma excelente aproximagio
para tal raiz; at¢ mesmo exagerada para a maioria dos usos.

Para terminar, talvez seja interessante apreseatar uma interpretago
griafica do método das aproximagdes sucessivas. Tragamos o grafico das
fungbes ¢ = 2-%/2 ¢ y = z. A partir da origem do sistema de coo'rde'na-
das, tragamos uma poligonal, cujos lados sio alternadamente verticais €
horizontais, e cujos vértices estdo ora sobre a curva i = 2-7/2 ora sobre
areta y = %, também alternadamente.

Figura 4.

Essa poligonal espirala em torno do ponio de encontro _da curva ¥ =

2-%/2 com a reta y = z. A abcissa desse ponto fornece a solugao

procurada. As abcissas dos vértices da poligonal sdo as aproximagdes
Sucessivas o, 1, Ta, T3, etc. Quanto maior for o {ndice n, mais proximo
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estd —zy da solugdo negativa da equagio 2% = z2. Observe que as
aproximagdes —zy com indice n impar estdo todas num mesmo lado da
raiz procurada, enquanto as de indice par estio do lado oposto.

12, Niumeros negativos tém logaritmo?
Como Euler decidiu uma controvérsia entre Leibniz e Jean Bernoulli

Resposta:  Numeros (reais) negativos t€m logaritmo complexo. Mais
precisamente, todo niimero (real) negativo tem uma infinidade de loga-
ritmos e nenhum deles € um niimero real.
Esta resposta sugere duas novas perguntas:
£) Como se define o logaritmo (complexo) de um niimero real negativo?
28) Seria possivel organizar yma teoria de logaritmos de tal maneira que
todos 0s nimeros reais (positivos ou nio) tivessem logaritmo real?
Para responder a essas perguntas, reexaminaremos 0S conceltos de
logaritmo e exponencial.
Fixemos um nimero a > 0 e consideremos a fungiio f:R — RT,
definida por f(z) = a®. Sabemos que se n € um inteiro positivo entio
a™ € o produto de n fatores iguais, ¢ @, enquanto a~™ = 1/a". Se p/q

¢ um niimero racional com ¢ > 0 entio aP/® = ¥aP. Finalmente, se

= limry é um nimero irracional do qual [rn) ¢é uma scgiiéncia de
apmxjmagﬁes racionais entiio as poténcias a™ sdo valores aproximados
de a*, ou seja, a® = lima"™. Esta €, em sintese, a defini¢io da fungdo
exponencial f(z) = a*. \

As regras familiares a' = @ e a®TV¥ = a% . a¥ significam que a
fungdo exponencial f:R — R‘*‘ dada por f(z) = a®, tem as propncdades
seguintes:

El f(l) =
£2 fzt ) ~ 1) 1)

Na realidade, f{z) = a® ¢ a #nica maneira possivel de se definir
uma fungéo continua (ou uma fungéio monétona) f: R — R* com as duas
propriedades acima.

Evidentemente, se ¢ = 1entdo f(z) = 1¥ = 1 para todo z € R, logo
a fungdo exponencial nio fem interesse neste caso. Por isso suporemos
@ # 1. Mais precisamente, tomaremos ¢ > 1. Entio f:z — a® serd
uma bijecdo crescente de R sobre RT. (Se escolhéssemos @ < 1, f seria
decrescente.) Assim, f possui uma fungdo inversa g: Rt — R.
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A fungio g:R* — R, inversa da exponencial de base a, chama-se

.u¢ logarfomica de base a. Tem-se g(f(z)) = z para todo z € R

flgly)) = y para todo y € RT. Escreve-se g(y) = log, y ou (jd

que fixamos a base @ de uma vez por todas) g(y) = logy. Assim,

loga® = z ¢ al°8¥ = y, por defini¢io. Segue-se que loga = 1 e
log(zy) = log z + log y para quaisquer z,y € R,

Portanto a fung¢o logaritmica g: Rt — R tem as seguintes proprie-
dades:

Ll gla)=1;
L2 g(z-y) = glz} + g(y)-

Na verdade, g(x) = log z{= loggy z) € a iinica maneira de se definir
uma fungdo continua (ou uma fungao mondtona) g:RY — R com as
propriedades L1 e L2.

Esta afirmagiio (que nao provaremos aqui) implica que se podem
deduzir todas as propriedades dos logaritmos a partir de L1 e L2. Um
exemplo simples: L2 obriga que seja g(1) = 0. Com efeito, g(1) =
g{1-1) =g(1) + g(1).

Costuma causar curiosidade o fato de a fungio logaritmica estar de-
finida apenas para nimeros reais positivos. Evidentemente, se insistirmos
que essa fungdo seja a inversa da exponencial, log y sé poderd ter sentido
para valores positivos de y, pois esies sdo os unicos valores assumidos
por a”

Mas poderiamos abrir mio da igualdade log @* = x ¢ tentar simples-
mente obter uma fungdo continua (ou uma fungio mondtona) ¢:R — R
com as propriedades L1 e L2 [isto &, @(a) = 1 e p(zy) = p(z) +p(y)]
Pela unicidade acima mencionada, terfamos necessariamente @(z) = log
quando z > 0.

De safda, uma dificuldade: se ¢ cumpre L1 ¢ L2 entdo o valor ©(y)
ndo pode estar definido para y = 0. Com efeito, neste caso teriamos
©(0) = p(0-y) = ©(0) + :p(y), donde ¢(y) = 0 para todo y, contradi-
zendo L1.

Este €, entretanto, o tinico obstaculo. Removendo o zero do dominio,
podemos definir uma fungdo continua ¢: R — {0} — R, pela regra @ (z) =
log |z|.

| E|.nt§o valem L1 ¢ L2, Na realidade, ¢ & a iinica extens3o da fungao
log a R — {0} que mantém essas duas propriedades. Com efeito, a validez



182 Conceitos e Controvérsias

de 1.2 obriga
= log 1 = p(1) = p((~1)(~1))
= p(—1) + p(-1), logo ©(-1) = 0.

w(-y) = o{(-1)y) = ©(-1) + v (y)
= p(y) =logy = log|-y| paratodo y >0,

Aparentemente o problema estd resolvido. A regra logy = log{—y)
permite estender a fungdo logaritmica aos niimeros negativos, de modo
que seus valores continuem reais e ainda se tenha que o logaritmo do
produto seja a soma dos logaritmos dos fatores. Infelizmente, porém, nio
vale mais a igualdade @'°=* = z. Temos apenas a8 % = |z,

O ponto onde chegamos retrata a situagio em que se encontrava a
teoria dos logaritmos na primeira metade do século 18.

Leibniz era de opinifio que um niimero negativo néio pode ter loga-
ritmo real porque toda poténcia de expoente real de um nimero positivo
a ¢ um ndimero positivo. Jean Bernoulli afirmava que niimeros negativos
t€m logaritmo real. E mais ainda: que log{—2z) = log .

Seguiu-se uma longa controvérsia epistolar (em torno de 1712), onde
cada um dos dois alinhava argumentos em favor do seu ponto de vista, as-
sumindo posi¢fes mais e mais radicais, sem chegarem nunca a um acordo.
Pelo que vimos acima, suas opinides (ambas respeitiveis) pareciam irre-
concilidveis.

Leibniz olhava para o logaritmo de z na base @ como o expoente y
tal que a¥ = z. Jean Bemoulli insistia na validez da regra log{zy) =
log © + logy. O fato € que estas duas atitudes s6 podem ser compativeis
quando nos limitamos a considerar logaritmos de mimeros positivos.

Foi ai que Leonard Euler, em 1749, escreveu um trabalho com o
seguinte titulo; “Da controvérsia entre os Senhores Leibniz e Bernoullt
sobre os logaritmos dos nimeros negativos ¢ imagindrios”. Nele, Euler
esclarecen definitivamente a questfio, formulando a teoria dos logaritmos
nos termos que até hoje sdo aceitos e realizando o feito de conciliar os
pontos de vista, aparentemente antagOnicos, de Leibniz e Jean Bernoulli.
Vejamos como.

Em primeiro lugar, Euler adotou como base de suas exponenciais
e seus logaritmos o nimero e = 2,718281... = limp_ o (1 + 1/0)"
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Como vimos antes, esta escolha simplifica grandemente as férmulas ¢
facilita o desenvolvimento das idéias.

O ponto de partida para a teoria da exponencial e do logaritmo se-
gundo Euler é a definigdo da poténcia €, onde o expoente 2 = + y1 ¢
um nimero complexo. Sabe-se do Calculo que para todo nimero real .,
fem-se

:1:2 .‘1','3 :Bn :
€ =ltzt kbt

as reticéncias significando que se trata de uma série infinita. A igualdade
acima significa que a soma das 7. primeiras parcelas do segundo membfo
¢ um valor aproximado para e® e que essa aproximagdo pode tornar-se tao
precisa quanto se deseje, desde que n seja tomado suficientemente grande.

Conheciam-se também, desde muito antes de Euler, os desenvolvi-
mentos em série de sen € cos X, que Sa0:

.‘235 2?5 I xzn—l
e R N T
2 4 2n
¢ x n T
=1—-—=4 """ —+--+{-1
cosT =1~ -+ .[ ) 2n)

O desenvolvimento em série de e® para z real sugere de modo evi-
dente a definicio da exponencial €%, onde z = z + 1y € um numero
complexo. Basta por

22 3 s 20 N
=1+2 + -+ 3 o
No caso particular em que z = 1y ¢ um “imagindrio puro”, levando-
se em conta os valores das poténcias sucessivas de 1 = +/—1, uma

manipulagio bem simples mostra que s¢ tem

e = (1—-33;4-3‘:»—3'—? ) +i(y—f-+:‘-’i—Ei )
Logo €'¥ = cosy + iseny. Esta € a maravilhosa formu[a de Euler.
Dela resulta que, para 2z = £ + 1y arbitrério, tcm-se € = = %W =

e® - eV, ou scja, €% = e*(cosy + Tseny). _
Lembrando a representagio geométrica dos nimeros complexos, 1sto

mostra que s€ 2 = T + 1y entdo €% é o ponto do plano cuja distdncia 2
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- I z - LY L) M
origem € ¢ e o segmento que o liga & origem forma um &nguio de y
radianos com o eixo das abcissas.

FEaY

]

Figura 5,

Uma conseqii€ncia imediata da férmula e? = e*(cosy + iseny) é
que todo nimero complexo w # 0 € da forma w = €2 para algum z, ou
seja, que a fungao exp: C — C—{0}, dada por exp(2) = €7, & sobrejetiva.
Ela mostra também que exp néo € injetiva. Com efeito, tem-se e? = %'
5¢, € somente se, 2 = z + 1y € 2' = £ + t(y + 2k7) onde k € inteiro.

Euler definiu o logaritmo de um nidmero complexo w # 0 como um
nimero complexo z tal que e = w. :

8¢ w = r(cos# + isenf) = re¥¥ ¢ a “forma polar” do nimero
complexo w entdo w = €'°= " (cos § + i sen §) = €%, onde z = log r + 1.
Como o angulo # estd definido a menos de wm multiplo inteiro de 27, e
como r = [w|, temos log w = log |w{ + (2k7 + @)1, para qualquer k € Z.

Isto mostra explicitamente que o logaritmo de um niimero complexo
tem uma infinidade de valores.

. Citamos, a este respeito, um trecho do artigo de Euler acima men-
cionado: -
113 r [ "

Vemos portanto que € essencial & natureza dos logaritmos que cada
numero tenha uma infinidade de logaritmos e que todos esses logaritmos
sejam diferentes, ndo somente entre si mas também de todos os logaritmos
dos demais mimeros.

5 Ocmr; com os logaritmos 0 mesmo que com os angulos ou arcos de
circulo; pois como a cada seno ou cosseno corresponde uma infinidade
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de arcos diferentes, bem assim a cada ndmero convém uma infinidade de
logaritmos. )

Mas é preciso aqui observar uma grande diferenga; todos os arcos
que correspondem a0 mesmo seno Ou COSseno sio reais, mas todos os
logaritmos de um mesmo ndmero s3o imagindrios, com excegdo de um
tinico se o nimero dado for positivo, e todos os logaritmos dos nimeros
negativos ou imagindrios sio, sem exce¢lo, imagindrios.”

Por exemplo, como —~1 = cos# + tsen® = e"°, segue-se que
log{—1) = 77 + 2k7t (k = 0,£1,%2,...). Mais geralmente, se z €
qualquer niimero real positivo entdo —z = z{cos T+1sen ) = glog T
logo log(—z) = logz + (2k + )71, k € Z.

Para nenhuma escolha de k se tem um valor real para log(—z).

Por outro lado, se z é ainda um niimero real positivo e e¥ = z entio
temos também e¥+25™ = z para todo k € Z, logo todos os nimeros da
forma y + 2k7i,k € Z, sdo logaritmos de z. Apenas a escolha k = 0
fornece um logaritmo real. Os demais sdo todos complexos.

Euler observa que, se interpretarmos o simbolo log w como signifi-

cando o conjunto de todos os niimeros complexos z tais que e = w,

entio continua valida a férmula
log({vw) = logv + log w,

com o seguinte significado: um nimero complexo € um logaritmo de vw
(isto &, pertence ao conjunto log(vw)) se, e somente se, € soma de um
logaritmo de ¥ com um logaritmo de w.

Para comprovarmos que Euler tinha razdo quando dizia ser essencial
a natureza dos logaritmos que cada nimero tenha uma infinidade deles,
basta observar que a tnica fungo continua :C — {0} — C tl que
p(wz) = e(w) + ¢(2) ¢ p(e) = 1 € a fungio definida por p(w) =
log |w|.

Isto significa que, se insistirmos que cada nimero tenha um s6 loga-
ritmo (mesmo complexo), entdo a regra el*s ¥ — o deixa de ser vilida.

Esta é, em resumo, a solugdo genial de Euler: admitindo uma infi-
nidade de logaritmos para cada nimero, tem-se €'°€¥ = w, como queria
Leibniz, e vale ainda log(wz) = log w + log 2, conforme pretendia Jean
Bernouili.

Observagiio: Ao contrdrio do caso real, f(z) = € é apenas uma entre
as infinitas possibilidade de definir uma fungio continua f:C — C — {0}
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tal que f(1) = ee f(w + 2) = f(w) - f(2). Outras possibilidades sfo
dadas pela férmula f(2) = a¥ - €%, onde a € um nimero real positivo
escolhido arbitrariamente ¢ 2z = x 4 y1.

13. Paradoxo?

Rafael Robson Negrdo, de Londrina, Parand, quer uma explicagéo para o
paradoxo

—1=1-i=+—-1-/—1= (—1)(—1)=ﬁ:1.

Esta questdo € bem antiga, mas ressurge com incrivel freqiiéncia,
0 que atesta © interesse por ela provocado. Para dar uma idéia de sua
popularidade, ela ocupa lugar de destaque na lista de paradoxos publicada
pela revista britdnica “Mathematical Spectrum™ (Vol. 14, 1981/82, pég.
33).

Na seqti€ncia de igualdades acima, 4 sd0 corretas mas uma é falsa (a
terceira). Examinémo-las, uma por uma:

—1 = ¢+ 4. CERTO. O ndmero complexo 7, por defini¢io, tem a
propriedade de que seu quadrado € igual a —1,

1-1 = v—1-4/—1. CERTO. Como o quadrado de 1 & —1, € acitdvel
considerar 2 como raiz quadrada de —1 e escrever ¢ = /—1.

v/ (=1){—1) = v/1. CERTO. E ébvio também, pois (—1)(—1) = 1.

v1 = 1. CERTO. Como ¢ de praxe, quando z é um nimero real
positivo (ou zero), /T significa o dnico nimero positivo (ou zero) cujo
quadrado € igual a z.

v-1-v/=1=4/(-1)(-1). ERRADO. A regra /@ - Vb = vab s6
é valida quando vab, Vvae v/b sdo nimeros positivos ou zero.

Para se convencer da ultima afirmagao acima feita, basta lembrar

como se prova que /a - v = vab. Tem-se
(vVa-vb)? = (Va)? - (Vh)? = ab

e, por outro fado, (vab)? = gb. Assim /@ - Vb e Vab sio nimeros
que t8m 0 mesmo quadrado. Como o simbolo 1/ representa sempre um
ndmero > 0 e como niimeros maiores do que ou iguais a zero que tBm o
mesmo quadrado sdo iguais, concluimos que vab = v/a - vb.
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No nosso caso especifico, 0s nimeros

V-1-v=1 ¢ V(-1)(-1)

tém ambos quadrados igual a 1. Mas isto ndo quer dizer que eles sejam
iguais. Com efeito,

V-1-v/-1=-1 e (-1)(-1)=1L

Em suma, para ter-se¢ vVab = /a - Vb é preciso convencionar que o
simbolo /z representa sempre um nimero positivo ou zero. Mas /—1
ndo & positivo nem zero. Por isso nfo se pode escrever /—1-4/—1 =
VOO

14. De onde vém os nomes das fungdes trigonométricas
(seno, cosseno, tangente, etc)? E por que o circulo
trigonométrico tem raio igual a 1?

Esta pergunta foi feita por Francisco Antonio M. da Costa, de Maranguape,
CE.

Quando estudei Trigonometria no colégio, meu professor ensinou que
seno vem do latim sinus, que significa seio, volta, curva, cavidade (como
nas palavras, enseada, sinuosidade). E usou o gréfico da fungfo, o qual €
realmente bastante sinuoso, para justificar 0 nome.

Mais tarde vim a aprender que ndo ¢é bem assim. Sinus € a tradugio
latina da palavra drabe jaib, que significa dobra, bolso ou prega de uma
vestimenta. Isto nfo tem nada a ver com o conceito matemético de seno.
Trata-se de uma tradugiio defeituosa, que infelizmente durou até hoje. A
palavra drabe adequada, a que deveria ser traduzida seria jiba, em vez
de jaib. Jiba significa a corda de um arco (de caca ou de guerra). Uma
explicacdo para esse erro € proposta por A. Aaboe (“Episodios da Histdria
Antiga da Matemdtica”, pigina 139): em drabe, como em hebraico, €
freqiiente escreverem-se apenas as consoantes das palavras, o leitor se en-
carrega de completar as vogais. Além de “jiba” e “jaib” terem as mesmas
consoantes, a primeira dessas palavras era pouco comum pois tinha sido
trazida da India e pertencia ao idioma sinscrito.

Evidentemente, quando se buscam as origens das palavras, € quase
inevitavel que se considerem vérias hipdteses e dificilmente se pode ter
certeza absoluta sobre a conclusiio. Ha outras explicagdes para a palavra
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seno. Uma delas € de que se trata de abreviatura s. ins. (semi-corda
inscrita).

Qu?ntu ao termo tangente, ele tem significado claro, pois tgz =1/,
onde ¢ é o segmento da tangente compreendido entre a extremidade do
raio (um dos lados do dngulo x) ¢ o prolongamenio do outro lado.

~ A secante do ngulo z € definida pela férmula sec z = s/r, onde s é
a hipotenusa do tridngulo retdngulo cujos catetos sdo o raio r € 0 segmento
de tangente ¢. Como o segmento de reta s corta o circulo (secare = cortar
em latim), a denominagiio secante se justifica. '

Figura 6.

Finalmente, cosseno, cotangente © cossecante 330 simplesmente o
seno, a tangente € a secante do arco complementar.

O professor Francisco Antonio M. da Costa também quer saber por
que o circulo trigonométrico tem raio 1. Normalmente as pessoas res-
pondem a esta pergunta dizendo o seguinte: nas defini¢des dadas acima
para tangente e secante (bem como nas defini¢bes de seno € cosseno, que
ndo demos aqui), figura sempre 0 raio r do circulo do denominador. Se
supusermos r = 1, as férmulas se simplificardao bastante.

Tal explicagiio deve ser complementada com a observagdo de que
tomar r = 1 corresponde a escolher ¢ (comprimento do) raio como unidade
de medida. Como todas as linhas trigonométricas sdo quocientes entre
duas medidas, o valor de cada uma delas se mantém inalterado quando
se pa;ssa de uma unidade para outra. Por isso nio faz mal convencionar
r=1

No fundo, 0 que ocorre € que na Geometria Euclidiana, embora haja
uma unidade natural para medir éngulo (o radiano), nfo hd uma unidade
de comprimento que possa ser escolhida de modo candnico, isto €, in-
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dependentemente de escolhas arbitrarias. Isto contrasta com a Geometria
Hiperbélica (de Lobatchevski e Bolyai), na qual existe uma medida natural
para 0§ comprimentos, € portanto para areas e volumes.

15. Quantas faces tem um poliedro?

Amphilophio Azevedo Netto, de Sdo Paulo, SP, escreve com a seguinte
duvida:

“No ndmero 3 da RPM, dois autores dizem que podemos considerar
faces de um poliedro num mesmo plano e também que podemos considerar
que todas as faces do poliedro P sdo tridngulos.” .

“Com esse raciocinio, poderfamos dizer que um cubo tem 12 faces?
ou seriam 24? Como falar em nimero de faces de um poliedro se sempre
podemos decompd-las em tridngulos (s nio o forem) ou em tridngulos
menores (se jd forem triingulos)?”

“Afinal, qual é a definigdo de poliedro?”

A resposta a estas indagagdes deve necessariamente comegar pela
Gltima. Nada melhor, entfio do que repetir a definigdo dada anteriormente:

“Um poliedre é uma reunido finita de poligonos convexos, chamados
as faces desse poliedro. Os lados desses poligonos chamam-se as arestas
do poliedro € os vértices dos poligonos sio também chamados os vérfices
do poliedro. Exige-se ainda que a interse¢do de duas faces quaisquer do
poliedro seja uma aresta comum a €§sas faces, ou um vértice comum, ou
seja vazia.”

A definicio acima significa, em particular, que um poliedro s6 fica de-
terminado quando sdio especificadas as suas faces. Normalmente, quando
falamos em “‘cubo”, queremos nos referir ao poliedro formado por seis
faces quadradas, com doze arestas, todas do mesmo comprimento. Se
tragarmos em cada face do cubo C uma diagonal e assim a decompuser-
mos em dois tridngulos, obteremos um novo poliedro P com doze faces
(triangulares), dezoito arestas € 0 mesmo ndmero (oito) de vértices. Este
novo poliedro P é uma subdivisdo do cubo C. Estritamente falando,
os poliedros C e P sio diferentes. A relagio de Euler para o primeiro
poliedro é 8 — 12 4+ 6 = 2 e para o segundo € 8—184+12=2.

Um modo de evitar dividas como a do Sr. Amphilophio Azevedo
Netto é definir um poliedro como uma colegdo finita de poligonos con-
vexos, regularmente situados, na forma da definicio que citamos acima.
Procedendo assim, fica claro que quando se d4 um poliedro nio pode haver
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ambigiiidade sobre quais sdo as snas faces, pois estas sdo explicitamente
gspecificadas.

16. Sobre um problema da Olimpiada.

A professora Marisa Girotti, de Jundiai, SP, nos escreve: “Na 4% Qlimpia-
da Brasileira de Matematica ocorreu a seguinte questio: Construa geome-
tricamente 0 segmento de reta de comprimento v/at + b4, conhecendo-se
0s segmentos a € b.

A questio me foi proposta por um aluno que participou da prova.
Acabei encontrando a seguinte solugio: (i) Fatoro a soma ae* + b da
seguinte forma

A=cm, P=cn c=+Va2+h.

c

Figwa 7. ¢ = va2 + b2

Os segmentos m, n ¢ ¢ sdo construtiveis com régua e compasso por

meio do trifngulo ABC. Portanto;

Vat + b = {/c2(m? + n?) =\/c-\/m2+n2

que € a média geométrica entre ¢ e v/m?2 + n2, portanto construtivel.
Nossa controvérsia comegou quando um colega apresentou uma so-
lugido onde admitia como dado um segmento unitdrio. Com auxilio do
segmento unitdrio ele constréi a* e 4%, em seguida 22 tal que (22)? =
(e®)? + (b%)2. Novamente usando o segmento unitdrio constréi z. A
pergunta que lhe colocamos é:
E legitimo, nas condi¢des do problema, admitir um segmento uniti-

rig?
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Julgamos que a guestdo possa interessar a Outros colcgas do ma-
gistério”.

A fim de tornar mais clara a discussdo deste assunto, reproduzimos
agora outra solugéo, de autoria de Fibio A, Barreto, de Sdo Paulo, SP, a
qual faz uso do segmento unitdrio. (Retirada do “Noticidrio da Sociedade
Brasileira de Matemadtica”, outubro de 1982, pdg. 56.) Seja

=Vt +5 ou (z2)? = (a?)? + (*)2. (I

Construamos primeiro a® a partir de a. Seja AB um segmento
unitdrio (onde a unidade pode ser fixada arbitrariamente). Levantemos
BD1AB com BD = a. Tracemos uma reta perpendicular a AD que
enconira o prolongamento de AB em C. Entio, no tridngulo ACD,
BC = a2, logo BC = a2. Do mesmo modo construfmos &%

Usando a equagdo (I) ¢ o Teorema de Pitdgoras, construimos 2?2 a
partir de a? e b2, Falta obter z a partir de 2, usando o processo inverso
da construgio de a? a partir de a.

D
a
A 1 B ¢
Figura 8.
D
A x2 B 1 C
Figura 9.

Sejam A, B, C colineares com AB = z%, BC = 1. Tracemos a
semi-circunferéncia de didmetro AC. Seja D o ponto de intersegdo desta
semi-circunferéncia com a perpendicular a AC levantada em B. Entdo
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ACD ¢ um trifingulo retingulo (por THALES), no qual vale BD?2 =
z%-1,logo BD =1=z.

* Para comegar, devemnos analisar o enunciado da questdo. “Construa-a
geometricamente” significa “com auxilio de régua (sem marcas) e com-
passo”. Os segmentos que a Professora Marisa, em sua elegante solugdo,
chama de “construtiveis” sdo aqueles que podem ser obtidos a partir dos
segmentos dados a e b, por meio de régua e compassa.

No problema, sio dados os segmentos de reta a, b ¢ pede-se para
construir “geomefricamente” um segmento e cujo comprimento seja
vat + b* Aqui surge a primeira fonte de ddvida: se a e b sio seg-
mentos de teta, que significado tem afirmar que um terceiro segmento ¢
tem comprimento igual a va?* + b*? Nesta expressio, a € b sdo tratados
como se fossem nimeros. O que o enunciado pede € um segmento ¢ com
a seguinte propriedade: se &, § ¢ <y sdo 0s nimeros reais que representam
respectivamente as medidas de a,b e ¢ relativamente a uma unidade de
comprimento u, fixada arbitrariamente, entdo 4 = /ot + 4.

A solugio da Profa. Marisa nao faz uso explicito de uma unidade de
medida mas s6 pode ter seu significado elucidado mediante o apelo a um
segmento unitdrio. A solugfo de Fdbio Barreto utiliza um segmento de
medida um, que ele afirma (com razio) pode ser escolhido arbitrariamente.

A explicacio € a seguinie: Se, em vez de u, escolhermos outro
segmento v como unitdrio, poderemos escrever ¥ = & - v para significar
que a medida de u em relagfio & nova unidade v € o numero real k£ > 0.
Entdo as medidas de @, b € ¢ na unidade v sdo k - e,k - B ¢ k - 7y respec-
tivamente. Se v = /at + B* entdio k- v = ¢/ (ka}® + (k)4 logo a
validez da condigao estipulada pelo problema nio depende da unidade de
comprimento escolhida.

Esta independéncia acontece porque a expressio /et + f4 & ho-
mogénea em relagdo as varidveis o, 3. Quer dizer, se substituirmos o
e B respectivamente por k- e e k - 8 (onde k > 0) a expressio fica
multiplicada por k. (A rigor, deveriamos dizer “homogénea de grau 17,
mas continuaremos usande esta tenminologia abreviada.)

O leitor observard que todas as férmulas de Geometria que exprimem
o comprimento de um segmento em fungio de comprimentos de outros
$a0 dadas por expressdes homogéneas. Por exemplo, ¢ = va? + b2 (Teo-
rema de Pitdgoras) ou A = /m - n (a altura baixada sobre a hipotenusa €
a média geométrica das projegfes dos catetos). Em contraste, as férmulas
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de dreas em fung@o de segmentos sdo sempre dadas por expressdes “ho-
mogéneas de segundo grau” em termos desses segmentos. Por exemplo a
formula de Heron A = \/s(s — a)(s — b}(s — ¢) fornece a drea A de um
trifingulo cujos lados tém comprimentos a,b e ¢, onde s = (a-+b+¢)/2.
Se substituirmos @, b e c por k-a,k-be k- ¢ a férmula nos dard k? - A.
Isto é coerente com o fato de que, ao mudarmos de unidade, as dreas ficam
multiplicadas pelo quadrado do fator mundanga de escala.

Seria interessante perguntar o que ocorreria se o segmento pedido
¢ tivesse seu comprimento dado por uma expressdo nio-homogénea em
termos dos comprimentos de a e b. Por exemplo, consideremos o problema
de construir geometricamente, a partir dos segmentos @ e b, um segmento
de reta ¢ cujo comprimento seja a/b. Se « ¢ F forem respectivamente
as medidas de @ ¢ b relativamente 2 unidade w entio a medida de ¢ serd
/. Tomando outro segmento unitdrio qualquer v, com w = & - v, as
medidas de @ e b nesta nova unidade serio k - @ e k - § respectivamente.
Entdo a medida de ¢ serd ke /kf = afB. O segmento ¢ tem portanto a
mesma medida, seja qual for a unidade escolhida! Isto €, evidentemente,
um absurdo. Conseqiientemente, o problema de obter um segmento de
comprimento a/b a partir de dois segmentos dados @ e b nfo tem sentido.

Sabemos que a expressdo do comprimento de ¢ em fungio dos com-
primentos de a € b deve necessariamente ser homogénea, cabe a pergunta:
serd a homogeneidade uma condigio suficiente? Mostraremos que nao.

Dados os segmentos @ ¢ b, tentemos obter geometricamente um
segmento ¢ cujo comprimento seja v/a? + b3, O raciocinio empregado
para concluir, no caso acima, a impossibilidade de construir a /b ndo fun-
ciona porque va® + b3 ¢ uma expressdo homogénea. Mesmo- assim, 0
problema proposto ndo tem solu¢do, mas agora por um motivo diferente
¢ bem mais sutil.

Se temos que resolver um problema, nossa obrigagdo € considerar
o caso mais geral possivel dentro das condigBes do enunciado. Mas se
queremos mostrar que o problema nio tem solugdo, basta tomarmos um
caso particular. Nao havendo solugfo naquele caso, nossa tarefa acaba ali.

Consideremos entio o caso particular em que @ = 6. Tomemos a (ou
b} como unidade de comprimento. Nosso problema consiste portanto em
construir geometricamente um segmento de reta ¢ que (em relagao a esta
unidade de comprimento fixada) tenha comprimento /2. Se pudéssemos
construir tal segmento, o cubo de aresta ¢ teria para volume o dobro do
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volume do cubo de aresta a!

A exclamagdo acima tem o seguinte motivo. O desafio de construir
com régua e compasso (a aresta de) um cubo cujo volume seja o dobro do
volume do cubo cuja aresta @ € dada é uma questdo milenar, conhecidu
como o “problema da duplicagiio do cubo”. Ele é um dos trés célebres
problemas propostos e ndo resolvidos pelos matemdticos da Escola Grega
(Os outros dois sdo a quadratura do circulo, ¢ a trisegiio do angulo.)

A duplicagdo do (volume de um) cubo € também conhecida como
0 “problema de Delos”. Delos é uma cidade grega que, por volta do
ano 430 a.C., foi fustigada por uma epidemia. Seus habitantes foram ao
ordculo e lhe perguntaram como escapar da praga. O ordculo respondeu:
“Duplicando o altar de Apole”. O altar tinha a forma de um cubo. Com
muito cuidado, os habitantes de Delos construiram outro altar ciibico cuja
aresta era o dobro da anterior, pensando que assim estavam duplicando
o cubo, quando na realidade estavam multiplicando seu volume por oito.
Eles voltaram ao ordculo, que lhe explicou o erro. A epidemia seguiu seu
curso, desapareceu como costuma, mas o problema perdurou.

A solugdo do problema da duplicagio do cubo sé aconteceu muitos
séculos depois, com a introdugiio de métodos numéricos na Geometria, isto
€, com o surgimento da Geometria Analitica. Entdo viu-se que, fixando
um segmento de reta gue consideramos uniidrio, sé podem ser construidos
com régua ¢ compasso os segmentos cuja medida se exprime mediante um
nimero finito de operagées de adi¢do, subtragdo, multiplicagdo, divisdo
€ extracdo de raiz quadrada, estas operagoes sendo efetuadas a partir de
niimeros inteiros. (Veja na segdo 19, adiante, uma explicacdo sucinta.)

Em particular, nio se pode construir com régua e compasso, a partir
de um segmentio a, de comprimento &, um segmento ¢ cujo comprimento
seja ¥/2a. Portanto, se forem dados os segmentos a e & ndo tem solugdo
o problema de construir geometricamente um segmento de comprimento

igual a v/a3 + b3,

17. Novamente 0°,

A redagfio da RPM recebeun recentemente a carta abaixo:

“Prezados Senhores: '

No primeiro numero dessa Revista, com a qual tenho a honra de haver
colaborado, hd um tdpico assinado pelo Professor Elon Lages Lima, onde
ele da sua opiniZo a respeito do valor da expressio 0°.
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Afinma aquele autor que 0° é uma expressdo indeterminada, ¢ alinha
uma série de argumentos em favor dessa posigio. Examinando-os, néo
se nota neles imperfeigdo 16gica, nem lhes falta forga persuasiva que nos
convenga da solidez da conclusio & qual conduzem.

Entretanto, mesmo confessando nio ter percebido erre nas afirmagoes
do Professor Elon, tampouco encontro falha em dois raciocinios que me
levam a concluir que 0° = 1. Eles sdo os seguintes:

Primeiro. Uma funcdo f: X — Y, definida no conjunto X e
tomando valores no conjunto Y, € um subconjunto f do produto cartesiano
X x Y com as seguintes propriedades:

(i) para todo z € X, existe um par (z,y) € [ cujo primeiro elemento
€ I _
(ii) se os pares (x,y') e (x,¥"), ambos tendo z como primeiro elemento,

pertencem a f entdo y’' = y”.

Resulta desta definicio formal de fungfio que, quando X = @ € 0
conjunto vazio, entdo existe uma inica fungdo f: X — Y, a saber, o
conjunto vazio f C X x Y.

Ora, dados m e n inteiros positivos, a poténcia n™ € o nimero de
fungdes definidas num conjunto com m elementos ¢ tomando valores num
conjunto com n clementos.

Se m # 0, ndo hd fungiio definida num conjunto com 2 elementos
e tomando valores no conjunto vazio, logo 0™ = 0, para m # 0.

Por outro lado, mesmo que seja n = 0, existe uma tnica fungdo
definida no conjunto vazio (que tem O elementos) e tomando valorcls num
conjunto com # elementos. Logo n® = 1 para todo n > 0. Em particular,
00 =1, .

Segundo. O simbolo (;) representa o niimero de subconjuntos com
p elementos num conjunto com 7 elementos. _ )

Portanto (g) =0se p#0e (}) =1 pois em qualquer conjunto hi
um Unico subconjunto com O elementos, a saber, 0 conjuntp vazio, .Em
particular (J) = 1 = niimero de subconjuntos vazios do conjunto vazio.

A férmula do bindmio de Newton se escreve entao

n = Y n-1pe ny _
(a+b) =Z ;)8 B, onde n>0 ¢ 0 = 1.

=0
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Tomando @ =1 ¢ & = —1 obtemos

n
n_ n__ n t
0" =(1-1) '".Z (2.)(-1) .
1=0
Em particular, n = 0 d4: 0° = 1.

Eis entdo a perplexidade em que me encontro: por um lado, estes dois
tltimos argumentos me conduzem inexoravelmente i igualdade 0° = 1.
Por outro lado, como j4 frisei anteriormente, a conclusio do Professor Elen
de que 0° € uma expressdo indeterminada estd baseada em raciocinios que
me parecem absolutamente corretos.

Como posso escapar desse dilema?

Atenciosamente, |
Euclides Rosa

Colégio D. Jodo VI

Rio de Janeiro, RI.

Cabe-me responde-la.

Em primeiro lugar, é-me grato registrar 0 modo objetivo e atencioso
do Professor Euclides Rosa, cujos artigos na RPM tenho lido com muita
atengio.

Noto ainda que, ao apresentar dois raciocinios que o “levam a concluir
que 0° = 17, ele ndo afirma estar provando esta igualdade. N0s, os leitores
de sua carta, devemos entender seus argumentos do seguinte modo: .

A definigdio usual da poténcia »n™ nio tem sentido quando m =
n = 0. Entretanto, se adotarmos a convengdo 0° = 1, isto fard com que a
igualdade “n™ = ndmero de fungdes de um conjunto X com m elementos
num conjunto ¥ com 7 elementos” continue vilida quando X ¢ Y sdo
conjuntos vazios. (Primeiro argumento.) Além disso, a mesma convengao
0° = 1 fard com que a férmula do bindmio de Newton (a -+ b)"™ continue
vdlida para m =0 ¢ a + & = 0. (Segundo argumento.)

Em apoio as observagSes do Professor Rosa, devo acrescentar que
existem outras situagbes em Anidlise Combinatdria onde hd uma ceria
conveniéncia em adotar a regra 0° = 1, a fim de estender um pouco mais
o campo de validez de algumas fdrmulas.

Nem por isso 09 deixa de ser uma expressio indeterminada.

Um caso parecido acontece na Teoria da Medida ¢ da Integral, onde
as vezes € conveniente escrever 0 X oo = 0, a fim de que a férmula da
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4rea de um retingulo (base x altura) continue valida quando a basg do
“retingulo” ¢ toda uma reta e a altura se reduz a um ponto. {Veja P.
Halmos, “Measure Theory”, pdgina 1.)

Mesmo assim, 0 X oo é uma expressdo indeterminada.

Talvez seja interessante dar mais um exemplo.

Uma férmula bem conhecida nos ensina que, se |z} < 1, a soma dos
termos da progressdo geométrica ilimitada cujo primeiro termo € 1 e cuja
razio é —z ¢ dada por

; )
T 142

A igualdade acima significa que, s¢ fixarmos qualquer nﬁmer-o z tal
que -1 <z <1, podemos fazer com que & soma dos n prml:clros
termos da soma 2 esquerda tenha um valor tio proximo quanto desejemos
de 1/(1 + =), desde que o nimero n de parcelas seja tomado bastante
grande. ' o

Para valores de x fora do intervalo —1 < z < 1, o primeiro membro
da igualdade (*) € uma séric divergente, isto €, as somas parciais

1-z+22—z28 42—+

1—z+2%—-+ (-1

niio tendem a nenhum limite quando 7 cresce indefinidamente. Por exem-
plo, se tomarmos z = 1, 0 primeiro membro da igualdade (*) se torna
igual a

1,1-1,1-1+1,1-1+1-1, etc

ou seja, assumem os valores 1 e 0 alternadamente, logo n@o se aproximam
de nenhum limite.

Por outro lado, se tomarmos z = 1 no segundo membro da igualdade
(*) obteremos o valor 1/(1+1) =1 /2. Isto parece uma razéo suficiente
para se atribuir o valor 1/2 i soma infinita 1-1+1—1+... E, realmente,
matemdticos do peso de Euler, Leibniz e Daniel Bernoulli (antes de existir
a nogio de “série convergente”) propuseram 1 /2 como soma da série
infinitas 1 —1+1—-14+1—... .

Daniel Bernoulli, além do argumento acima, também usava a seguinte

justificativa:
Se chamarmos de S a soma da série 1 —1+1— 1+ ..., veremos
imediatamente que $—1= —1+1-141—---= 5. Logo §-1=-5,

donde § = 1/2.
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Nem porisso 1—1+1—1+... deixa de ser uma série divergente.

O argumento de Bernoulli prova apenas que, se fosse possivel atribuir
uma soma a esta série infinita de tal maneira que certas manipulacSes
simples, como as acima, fossem permitidas, tal soma deveria ser igual a
1/2.

Coisa andloga ocorre com os argumentos do Professor Rosa. O pri-
meiro deles diz apenas que se for possivel atribuir um significado ao
simbolo 0° de modo que »™ continue igual a0 nimero de fungdes de um
conjunto de m elementos num conjunto com n elementos, entio deve ser
0% = 1. Interpretagiio semelhante pode ser dada ao segundo argumento.

Podemos raciocinar da mesma maneira com o simbolo 0/0. (E cu-
rioso que os defensores de 0° = 1 ndo reivindiquem o mesmo direito para
0/0.) Uma fragio m/m, cujo numerador é igual ao denominador, vale
sempre 1, desde que seja m # 0. Se convenciondssemos que 0 Jo=1,
teriamos m/m = 1, para qualquer mimero m. E o mesmo principio:
atribui-se um significado 2 expresséo 0/0 de tal maneira que a igualdade
m/m = 1 seja vilida sem excegdo, para qualquer m, igual a ou diferente
de zero.

No entanto, 0/0 é uma expressio indeterminada.

Por que?

Porque a expressio :z:/y, para valores muito pequenos de z e de y,
nio assume necessariamente valores préximos de 1.

Se nos derem de antemio um miimero arbitririo ¢, podemos escolher
nUmeros x,y tao pequenos quanto desejemos, de tal forma que zfy=ct.
Ou seja: quando z e y tendem a zero, o quociente z/y pode tender
para qualquer valor ¢ dado a priori, tude dependendo de como z e y sdo
escolhidos.

O mesmo ocorre com z¥. Esta expressio tem um significado bem
preciso quando > 0, valendo =¥ = ¢¥1°¢ % (logaritmo natural). Quando
¥ # 0, embora a férmula e¥ 150 nio tenha sentido, é natural escrevermos
0¥ = 0 porque, fixado y # O, a expressdo z¥ assume valores cada vez
mais proximos de zero, 4 medida que atribuimos a z valores que tendem a
zero. Por outro lado, nio € possivel raciocinar da mesma maneira quando
x=y=0.

Com efeito, quando se atribuem a z ¢ y valores cada vez menores,
que se aproximam de zero, a poténcia 2¥ ndo tende para nenham limite
bem determinado; tudo depende de como se escolhem z e y.
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A figura seguinte exibe as chamadas “curvas de nfvc!” da fungio z¥
quando 0 < z < 1e0 < y < L. O quadrado da ﬁgura. ¢ formgtdo Pclos
pontos do plano cujas coordenadas %,y s30 ambas positivas ¢ inferiores
al. )

No alto de cada curva estd assinalado o valor (constante) da fungao
z¥ em todos os pontos da curva. Todas as curvas convergem para o Pmto
x = 0,y = 0. Logo, z¥ ndo s¢ aproxima de nenhum valor determinado

gquando z e y tendem a zero.

0.94
61 0.2 03 04 05 06 07 08 094 08

)

00 1.00

Figura 10. Curvas de nivel da funéﬁo Y paral<z<le0<y<L

Sobre cada uma das curvas ali desenhadas a fungio z¥ assume um
valor constante. Por acaso, esse valor € exatamente a abcissa do ponto em
que a curva corta a reta horizontal y = 1. y_

Caminhando ao longo de qualquer uma dessas curvas {Cremos ¥ = ¢
(constante) para qualquer ponto de coordcnadas.m, y na curva. E natur.al
que, a0 atingirmos o vértice (0,0), esperemos ainda ter ¥ = ¢, ou seja,
0° = ¢', com ¢ # ¢. Isto significa que o limite de z¥ quando & —» (0} e
y — 0 depende do modo como z ¢ y tendem a 0. Por isso € que O° €

uma expressdo indeterminada. )
Agradeco a Jonas de Miranda Gomes pelo grafico.

18. Deve-se usar maquina calculadora na escola?
O professor Douglas Leite Bicudo, de Campinas, SP, me propde, sem ro-
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deios, a seguinte questdo: “Qual a sua opinido sobre o uso das calculadoras
nos cursos ginasial e colegial?”

3 Darei uma resposta concisa e, em seguida, procurarei explicar as
razoes da minha posicio.

Acho absolutamente necessdrio que a crianga, ao fim do 42 ano pri-
mdrio, conhega de cor a tabuada e saiba efetuar manualmente as quatro
operagOes com nuimeros inteiros, com fragdes ordindrias ¢ com fragdes
decimais. Uma vez conseguido este objetivo, nio me oponho ao uso de
maquinas, mais tarde, quando houver vantagem em usé-las.

O surgimento das calculadoras eletrdnicas representa um enorme pro-
gresso na diregio da eficiéncia, precisio e rapidez nas contas, em quase
todos os scgmentos da sociedade moderna. Seria impossivel negar, ou
mesmo tentar diminuir a &nfase desta afirmagfio, pois o sucesso comercial
de tais midquinas prova eloqiientemente sua utilidade.

Em conseqiiéncia disto, € natural que se procure introduzir as calcu-
ladoras na Escola. Tal medida tem sido proposta ¢ executada em nome
de dois principios bastante aceitdveis. O primeiro é que a Escola deve
adaptar-se a vida atual, modernizar-se e adequar seus alunos 2 sociedade
em que vivem, na qual vdo lutar pela vida. O segundo € que o uso da
méquina, liberando o aluno de longas, enfadonhas e desnecessérias tare-
fas, deixa-o com mais tempo para aprimorar sua capacidade de raciocinar
e desenvolver-se mentalmente, Um coroldrio desta argumentagao parece
inevitavel ¢ tem, de fato, sido defendido como norma a ser adotada: de-
vem ser abolidas a tabuada ¢ as contas manuais. Use-se a maquina em
lugar delas.

Mas néo incorramos no erro de tirar conclusdes apressadas. As cal-
culadoras sdo extremamente eficazes para fazer contas, principalmente as
longas, as repetidas e as dificeis (como extrages de raizes). Mas é bom
que se tome conhecimento de algumas de suas desvantagens, como as
seguintes:

1. Uma calculadora (salvo raros modelos especiais) s6 lida com
fragGes decimais. Se comermos dois tergos de um bolo, a calculadora nos
dird que sobra 0, 33333333 do bolo. Num universo em que as operagdes
aritméticas fosse todas feitas com auxilio dessas mdquinas, ndo haveria
lugar para fragGes ordindrias. Uma operagio simples como 3/7 — 2/7 =
1/7 seria escrita assim:

0,42857142 — 0,28571428 = 0, 14285714.
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Evidentemente, a idéia de “om sétimo” € conceitualmente mais sim-
ples, mais ficil de escrever, mais exata e muito mais acessivel a0 enten-
dimento de uma crianga do que “0,14285714”. Logo, néo creio haver
dividas quanto i permanéncia das fragbes ordindrias entre os assuntos
que nossos alunos aprendem nas escolas. (Bem entendido: ndo esfam-?s
propondo a supremacia absoluta das fragdes ordindrias sobre as dcc1m.a1s,
nem que estas sejam abolidas da Escola. Cada uma delas tem seus méritos
e sua hora de ser aprendida e usada.)

2. Os nimeros que aparecem no mostrador de uma calculadora sdo
valores aproximados. Daf resulta que vérias das regras usuais de célgulo
aritmético nio sdo vilidas para contas feitas com a miquina. Em particu-
lar, quando multiplicamos z por 1 [z ndo obtemos um resultado igu?l a 1,
mas uma fra¢io como 0,99999999. Pior do que isto: se n for um inteiro
muito grande, o produto de z™ por (1/z)" pode resultar mais diferente
de 1 ainda. Por exemplo 232 vezes (1/2)*% na maquina dd 0, 987.

3. Em Matemdtica e nas suas aplicagdes, mesmo as mais simples, ha
necessidade de se representarem os nimeros nio apenas com algarismos
mas também com letras, seja em equagdes (como / 2 —4zx = 1), seja
em identidades (como (e + )2 = a® + 2ab + b?), seia em fc’)rmul.as
(como A = 7r?). As calculadoras nao t€m lugar para expressoes lit'eram,
que precisam ser operadas manualmente. Podemos facilmente imaginar a
perplexidade de um hipotético aluno que nunca aprendeu a tabuada, com
uma calculadora na mfo, tentando multiplicar 2z + 3y por 5z — 8, ou
efetuar a subtragio 1/{a — b) — 1/(a + b). Evidentemente, cle poderia
fazer esta subtracio sem saber tabuada mas nunca iria entender por que
lhe ensinaram a fazer contas apenas com letras, sendo proibido operar
manualmente com algarismos.

4. Mesmo que ndio existissem os defeitos apontados acima, haveria
ainda a considerar fatores sécio-econbmicos que inviabilizam © uso em
larga escala das calculadoras. A grande maioria dos alunos de primeiro
e segundo grau no Brasil nio tém condigOes financeiras para comprar
calculadoras ou baterias para fazé-las funcionar, nem para substitui-las

quando quebram ou se perdem. ‘

Memorizar a tabuada e as regras de célculo aritmético, quando se
¢ jovem e se tem a memdria fresca, € adquirir uma habilidade a mai_s,
aprender a efetuar um ato mecénico, como andar de bicicleta, que nao
atrapalha em nada mas pode ser (til em vérias ocasides. Isto sem falar no
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aspecto educativo, na disciplina mental, na ordem e na atencdo necessérias
a essas operag0es, as quais podem vir a constituir-se em habitos de trabalho
quando transferidas a outras situagdes.

" Mais tarde, principalmente a partir do segundo grau, quando ji do-
mina com proficiéncia as operagdes e suas regras, quando os cdlculos
numéricos s30 meros auxiliares no estudo de outras teorias, quando quer
evitar uma grande e desnecessdria perda de tempo com calculos prolon-
gados, o aluno pode vir a utilizar a calculadora, em seu proprio proveito,
e em prol do melhor aproveitamento nos estudos. Mas & Preciso primeiro
verificar se isto ndo constitui mais uma di scriminagdo contra os menos do-
tados financeiramente, que poderiio ter rendimento inferior, nio por culpa

de sua defici€ncia intelectual mas por falta de condigdes para adquirir uma
méiquina.

19. O que é o niaimero 7?7

A maneira mais rdpida de responder a esta pergunta € dizer que 7 € a 4rea
de um circulo de raio 1. (Por exemplo, se o raio do circulo mede 1 cm,
sva drea mede m cm2,) Podemos também dizer que 7 € o comprimento
de uma circunferéncia de didmetro igual a 1.

Desde hd muito tempo (cerca de 4000 anos!) notou-se que o mimero
de vezes em que o difimetro estd contido na circunferéncia & sempre o
mesmo, seja qual for o tamanho dessa circunferéncia,

Dito de outro modo, se o didmetro mede um centimetro, um metro
ou um cOvado, a circunferéncia medirs respectivamente 7 centimetros, 7
metros ou 7 covados.

Ainda de outra maneira: se uma circunferéncia tem comprimento
C e didmetro D, enquanto outra tem comprimento C’ e didmetro 1),
emtido C/D = C'/D'. Este valor constante da razio C /D § um niimero,
aproximadamente igual a 3,141592, 0 qual se representa pela letra grega
.

Os babiléniosz%é tinham observado que o valor de 7 se situa entre

32 ¢ 37, ou seja 7 <7< - Em fragdes decimais, isto dd 3,125 <
T < 3,142,

O conhecimento que as pessoas t#m sobre o valor de 7 nem sempre
melhorou com o tempo. Por exemplo, o Velho Testamento, que foi escrito
cerca de 500 anos a.C. (embora baseado em tradigbes judaicas bem mais
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antigas) contém um trecho segundo o qual 7 = 3 (Primeiro Livro dos
RCIS.EV'ﬁii;} que os redatores do Velho Testamento, miiis prc':ocupados
com assuntos divinos do que com d;:calhc§ terrenos, Nao esnvcs_sienm’ a
par do que seus vizinhos babildnios j4 sablam hd mais 'dc un;;m emE;
Mas, em 1931, um cidaddo americano de C-leveland, Ohio, pu ;0(;; uO
livro segundo o qual o valor exato de 7 seria 2§6/ 81, ou se:Ja;in ,16. O
livro em si, apesar de todas as hercsias.que contcnl, nio causa mn'ag;l
pois o niimero % sempre provocou irresistivel atracdo 20s amadorc;, 1]:;: gg
séculos afora. O curioso € que o valor 256,81 ¢ 0 mesmo que foi ob t(l) 2
pelo escriba egipcio Ahmes, autor do famoso papiro de Rhind, escri
i Cristo. .
m a?)ii(;}eniiqﬁmedcs, que obteve o \ialor T =3, 141.6, matematicos se
tém ocupado em calcular 7 com precisdo cada vez maior. tecinmais
O inglés William Shanks calculou o7 com 797 algansn;los 5 s
exatos em 1873. Em 1947 dcscobriu-sel que o calculo delS anks errav_
no 5272 algarismo (e portanto nos seglnntss). Com auxﬂi% glt;l uma :1?25
quininha manual, o valor de 7 foi, entdo, calculado com § g$1s o8
decimais exatos. Depois vieram o8 computadorcs.. Com seu auxilio, :,OS
1967, na Franga, calculou-se 7 em SOO,QOO algansn_los_ dccmax_s exal i
e, em 1984, nos Estados Unidos, com mais de dez milhdes (precisamente
ismos exatos! .
10‘01};3355 )c:llch?l]:)s de m com um nimero c.ada vez mai.or de algansrlnos
decimais sugerem duas perguntas. A mais inocenic seria: quantos alga-
rismos serio necessarios para se ter o valor exato de m? Ofa, sab.c-:sef que
7 ¢ um niémero irracional. Isto signiﬁca_ que ncl_‘nhuma fra_(;f,tq orclmshna e(ej
conseqiientemente, nenhuma fragao dccunaﬂl ﬁpna ou penodlca)lpo .em:):S
primir exatamente o seu valor. Portanto, nao importa quantos algars
decimais tomemos, jamais obteremos o valc;r exato de 7 nem chegaremos
a uma periodicidade (embora o erro cometido ao s¢ substituir 7 por uma
30 seja cada vez menor).
. frg;:t(:aseéergunta que se pode fazer é: por que entio tanto c_:sgor(gg
para calcular 7 com centenas ou milharf:s de algarismos decimais’ ©
computador francés levou 28 horase 10 minutos. Deus sabe qzlan;os mciste
ou anos levou William Shanks.) Uma resposta € que esses c'alcu o’s’ e; °
pelo mesmo motivo que existe o “Livro dos Recordes de Guinness”. trga
razdo mais pritica poderia ser a seguinte. Um computador, como to
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_n?qul{la, precisa ser testado contra possiveis defeitos, antes de comegar
ge 1:i|}c:1.cmar(i Uma ?mncu'a de fazer € mandé-lo calcular alguns milhares
-digitos de 7 ¢ fazé-lo comparar o resultado obtid 4

_ 0 com
conhecia. o eI
; Mas, voltando as origens de m: desde quanto tal nimero € represen-
tau O por essa letra grega, equivalenie ao nosso “p™? Nos tempos antigos
naofhaAvna' uma ngtagao padronizada para representar a razfio entre a cir-
cunteréncia e o diametro. Euler, a principio, usava p ou ¢ mas, a partir de
1737, passou a adotar sistematicamente o simbolo . Desde entio, todo o
glilﬁio ojsegum. A verdade € que, alguns anos antes, 0 matemdtico inglés
m JONnes propusera a mesma notagio, sem muito Exi a
_ uito €xito.
eresteio . ) Questio de
1 0 nimero 7 surge inesperadamente em vdrias situagdes. Por exem-
plo, Leibniz notou que 1 -1/3+1/5~1/7+--- = r/4 e Euler provou
que la somza dos inversos dos quadrados de todos os nimeros naturais ¢
igual a w2/6. A drea da regifio plana compreendida entre o eixo das
. P - T L.,
abcissas € o graflco da fungéo y = ¢~* € igual a /7. Indmeros outros
Cxcmplosdpodcnam ser mencionados, como o seguinte: a probabilidade
para que dois nlimeros naturais, escolhidos j i
ar ) a0 acaso, sgjam
ey jam primos entre
l_)csdc que ficou clara a idéia de mimero irracional, comegou-se a
suspeitar que 7 era um deles. Euler acreditava na irracionalidade de 7
Elas quem a provou foi seu conterrineo Lambert, em 1761. Pouco depois
. Y
dulcr con}eturtzu que 7 seria transcendente, isto €, ndo poderia ser raiz
de uma equagio algebrica com coeficientes inteiros. (Por exemplo, é
}mpOfSSIVCl encontrar inteiros a, b, ¢ tais que an? + b7 + ¢ = 0.) Este
ato foi demonstrado em 1882 por Li is da
ndemann, 99 anos depois da m
de Euler. ’ e
Da transceizdéncia de 7 resulta que o antigo problema grego da
quadratura do circulo nio tem solucio.
Esse problema requeria que se construisse, com auxilio de régua e
compasso, um quadrado cuja area fosse igual A de um circulo dado.
| Toman_do 0 raio do circulo como unidade de comprimento, isto equi-
vale a pedir que se construa, com auxilio de régua e €Ompasso, um
segmento de comprimento igual a /7 (lado do quadrado de drea ).
) Vamos dizer “construir 0 nimero z” para significar “construir, com
ICgua € compasso, a partir de um segmento dado, tomado como unidade
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outro segmento de comprimento igual a ™.
O problema da quadratura do circulo pede que se construa 0 nimero
/7. Isto sugere a questio mais geral: quais os nimeros reais que se
podem construir?
Ora, as construgdes geométricas feitas com régua e compasso consis-
tem em repetir, um nimero finito de vezes, as seguinies operag0es bésicas:
1) Tragar a reta que une dois pontos dados;
2) Tragar a circunferéncia com centro ¢ raio dados.
Um ponto, nessas construgdes, s pode ser obtido como intersecgao
de duas retas, de duas circunferéncias ou de uma reta com uma circun-

feréncia.
Considerando-se no plano um sistema de coordenadas cartesianas,

uma reta é representada por uma equagio do 12 grau y = az + b e uma
circunferéncia por uma equagio do 22 grau (z — @)® + (y — )% = 2.
Assim, um ndmero que se pode construir € sempre obtido como solugao
de um sistema de 2 equagBes a 2 incognitas cujos graus sio < 2. Prova-
se, a partir dai, que sc o nimero real T pode ser construido entdo
& o resultado de um nomero finito de operagdes de adicdo, subtragao,
multiplicagdo, divisdo e extragio de raiz quadrada, efetuadas a partir de
nimeros inteiros. .

Em particular, todo nimero £ que pode ser construido (com régua ¢
compasso) é algébrico, isto €, pode ser expressa como raiz de uma equagao
algébrica com coeficientes inteiros. Como 7 é transcendente, /7 também
é. Segue-se que a quadratura do circulo ndo pode ser feita com régua ¢
compasso apenas. Isto encerra a questao.

Infelizmente, nem todas as pessoas que gostam de Geometria, ¢ que
se interessam por construgdes com régua € compasso, sabem disso. E,
pensando. que o problema da quadratura do circulo ainda estd em aberto,
imaginam solugdes engenhosas, gue submetem a revistas e instituigdes
onde se faz Matemdtica. Tais solugOes sdo basicamente de 3 tipos:

12) As que contém erros devidos a raciocinios defeituosos;
22) As que apresentam apenas uma solugao aproximada para o problema;
39) As qgue nfo se restringem ao uso de régua € COMPAsso. (Por exem-
plo, empregando certas curvas cuja construgao ndo pode ser efetuada
apenas com esses dois instrumentos.)
Desde 1775 a Academia Real Francesa decidiu nido mais aceitar para
andlise as inGimeras propostas de quadratura para ela enviadas. Mas, em
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todas as partes do mundo, parece ndo desaparecerem nunca os quadradores.

Quando cu era estudante, na Universidade de Chicago, havia no De-
partamento de Matemitica uma carta mimeografada que dizia majs ou
menos o seguinte: “Prezado Senhor: Recebemos seu trabalho sobre a
quadratura do circulo. Infclizmente estamos muito atarefados para exa-
mini-lo. Caso o Sr. nos envie a quantia de 10 délares, poderemos encar-
regar um dos nossos estudantes de pds-graduag@o de analisar seu trabalho
¢ localizar os erros eventualmente nele contidos. Atenciosamente...” Por
causa desta carta-padrao, vdrios colegas meus daguela época abocanharam
alguns délares sem fazer muita forga.





