Primeira Lista de Algebra Linear II - 2019.1
Professora Fatima

1. Diga se os conjuntos abaixo sao ou nao espacos vetoriais sobre R. Em
caso positivo, encontre uma base e determine a dimensao. Caso con-
trario, justifique.

(z,y,2) € R 3z — 2y + 42 = 0}

(t—1,t+1,t),te R}

(r,y,2) e R,z +y+ 2 =0}

(z,y,2) ER x+y+2=1}

(a) {
(b) {
(c) {
(d) {

Lembrete 1: Dizemos que V' é um espaco vetorial sobre o corpo K
quando além do fechamento da operagoes de adi¢ao (+:V x V — V)
e multiplicacdo por escalar (. : K x V' — V), as propriedades abaixo
sao satisfeitas:

Hu+v=v+u, Vu,v eV

i) (u+v)+w=u+ (v+w), Vu,v,weV
)
)
v)s(u+v) = su+ sv, Vu,v € V, Vs € K
vi) (s+tlhv=sv+tv,YoeV Vs te K

vii)(st)v = s(tv), Yo € V, Vs, t € K
viii))3 1 € K, tal que lv =v, Vo € V

iii)3 0 € V, tal que u+ 0 = u, Yu € V (elemento neutro).

iv)Para cadau € V, 3—u €V tal que u+ (—u) =0

Lembrete 2: Dizemos que = {v,v2,03,...,0,} é uma base para
o espaco vetorial V' (sobre o corpo K) se e s6 se ocorrem as duas
condicoes:

(a) V' é gerado por vy, ve,vs,...,0, , isto & dado v € V existem
escalares aq, as, ..., a, € K tais que:

V= a1V + agUy + ...+ apv,
(b) {v1,v2,v3,...,0,} & linearmente independente(LI), isto é,

a1+ a4+ ... +av,=0=a=a=...=a, =0



Se V #£ {0}, a dimensao de V' & o nimero de elementos da base.
2. Verdadeiro ou falso? Justifique.

(a) Seja X ={(2t,0),t € R}U{(0,3s),s € R}. Entdo X é um espaco

vetorial.

(b) Seja X = {t(1,-1,2) + s(2,0,1) +r(3,—1,4),r,s,t € R}. Entao
X =R3

(¢) O conjunto {(1,1,—-1),(—2,3,—1),(—4,11,—5)} é linearmente de-
pendente.

(d) Seja X = {(z,y,2) e R®, x —y+2=0}U{(,y,2) € R*, 2 +2y+
z =0}. Entao X & um espago vetorial real.

3. Seja B ={(3,1),(—1,2)} Encontre vg, ou seja, as coordenadas do vetor
v na base (3, para cada um dos vetores abaixo. Interprete geometrica-
mente:

(a) v=(11,13)
(b) v=(=6,5)
(c) v=(3,1)

(d) v=(-12)

4. Seja 8 ={(3,1),(—1,2)}. Encontre M?, a matriz que muda os vetores
da base (8 para a base candnica ¢ = {(1,0),(0,1)}. Encontre também
sua inversa, a matriz Mj. Confira o exercicio anterior usando estas

matrizes.

5. Decida se cada uma das matrizes abaixo é invertivel ou nao. Calcule a
inversa das matrizes invertiveis. Interprete geometricamente.

(a)

3 -4 0
A= -4 -3 0
0 0 1



6.

10.

11.

00 2
Y=[0220
200

Decida se as fungoes abaixo sao transformacoes lineares 7 : U — V.
Justifique. Em caso positivo, determine o ntucleo e a imagem de T,
denotados respectivamente por N(T') e Im(T).
(b) T(z,y) = (r+y,z+y), U=R*V = R?

T,y
(¢) T(z,y) = (0,2y), U = R* V = R?

Definigoes:

T(a,y) = (
T(w,y) = (

N(T) = {u € U tal que T'(u) = 0}
Im(T) ={v €V tal que Ju € U,de modo que v =T (u)}

Determine uma transformacao linear com autovalor 3 associado ao au-
tovetor (1,1) e cujo nicleo seja a reta y = 2.

Apresente uma transformacao linear tal que o niicleo seja gerado pelo
vetor (1,2) e cuja imagem seja a reta y = x. Encontre os autovalores e
autovetores da transformacao escolhida. Existe mais de uma possibili-
dade de resposta?

Encontre uma transformacao linear T : ®2 — R? represente uma pro-
jecao ortogonal sobre a reta y = —2z. Determine o nicleo e a imagem
desta transformacao.

Encontre uma transformacao linear 7' : R? — %2 represente uma, refle-
xao em torno da reta y = —2z. Determine o niicleo e a imagem desta
transformacao.

Encontre uma transformagao linear 7' : ®* — R? tal que o vetor (1,2)
pertenca ao nicleo da transformagao e que 7'(3,5) = (1,4). Calcule os
autovalores e autovetores de T'.



12. Cada uma das matrizes abaixo representa, na base canonica, uma trans-
formacao linear(TL). Determine o niicleo(N(T)), a imagem(Im(T)), os
autovalores reais e os autovetores de cada TL. Busque uma interpreta-
cao geométrica para cada TL.

()

(b)

()

(e) Encontre uma transformacao linear T : R* — R* que represente
uma projegao ortogonal sobre o plano x + 2y + z = 0. Determine
o niucleo e a imagem desta transformacao.

(f) Encontre uma transformagio linear 7' : ®* — R* que represente
uma reflexao em torno do plano x 4+ 2y + z = 0. Determine o
nicleo e a imagem desta transformagao.

13. Verdadeiro ou falso? Justifique
(a) (AB)"' =B 1A™!

(b) Seja T': U — V uma tranformacao linear. Entao o nicleo de T,
denotado por N(T'), é um subespagco vetorial de U.

(c¢) Seja T : U — V uma tranformagao linear. Entao a imagem de T
¢ um subespaco vetorial de V.

(d) Seja T': U — V uma tranformacao linear. Entao dim(N(T')) +
dim(Im(T)) = dimV

(e) Sejam v e w nao nulos tais que T'(v) = Av e T'(w) = pw. Se A # i
entao v e w sao linearmente independentes.

4
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15.
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(f) Se v e w s@o autovetores associados ao mesmo autovalor entdo
qualquer combinacao linear nao nula deles também serd autovetor
associado a este mesmo autovalor.

(g) Seja A autovalor de A e seja P uma matriz invertivel. Entao A é
também autovalor de B = P~'AP.

(h) Se A & autovalor de A associado ao autovetor v, entdo A\? & auto-
valor de A% associado a v.

(i) Se A & autovalor de A associado ao autovetor v e A é invertivel,
entao % serd autovalor de A~ associado a v.

(j) Se A é autovalor de A e p é autovalor de B entao p\ é autovalor
de AB.

(k) Se A e B sao matrizes n x n, com n autovalores distintos, e comu-
tam. Entao se A é autovalor de A, A\ é autovalor de B.

(1) Se A é autovalor de A e p é autovalor de B entdo p+ A é autovalor
de A+ B.

Encontre os autovalores e os autovetores da matriz
1 -1
A=
Verifique que o traco é a soma dos autovalores e que o determinante é
igual ao produto dos autovalores.

Encontre os autovalores e os autovetores das matrizes

3 4 2 0 0 2
A= 01 2 B=|(0 20
0 00 200

Verifique que o traco é a soma dos autovalores e que o determinante é
igual ao produto dos autovalores.

Determine uma transformacao linear com autovalor 3 associado ao au-
toespaco x + y + z = 0 e cujo nicleo seja a reta:

((t.2t,1),t € R}

Determine os autovalores e autovetores da transformacao encontrada.
Definicao: Chamamos de autoespacgo associado a um dado autovalor,



17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

ao conjunto de autovetores associados a este autovalor adicionado da
zero do espaco vetorial em questao.

Encontre uma matriz diagonal D e uma matriz S invertivel tal que
A= S8DS™ onde:
200 2 -1 -1
a)A=1|[0 2 1 b)A=| -1 2 -1
01 2 -1 -1 2

Calcule A%. Dica: diagonalize A.

1 1
2 2

|

0
v o
0 0 1

Prove que em uma transformacao 7' : V — V o autoespaco associado
a um autovalor A é um subespagco vetorial de V.
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